Modelos de dispersão





Os problemas que se pretende resolver com modelos de dispersão podem envolver grandezas naturais do sistema com gradientes espaciais suaves (ex: salinidade, temperatura) ou grandezas provenientes de descargas pontuais contínuas ou instantâneas caracterizadas por gradientes acentuados (ex: temperatura, CBO5, coliformes).  Estas ultimas podem ter origem numa descarga com uma localização bem definida no caso dos emissários submarinos e das chaminés ou uma localização aleatória no caso de acidentes.





Os modelos de dispersão resolvem numericamente a equação de transporte de uma propriedade escalar genérica (((xi,t)):


� EMBED Equation.2  ���	Equação � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Equação \* ARABIC \r 1 �1�


Estes modelos necessitam do campo de velocidades e dos coeficientes de difusão, sendo normalmente acoplados a modelos hidrodinâmicos. O escoamento também pode ser definido, recorrendo a campos de correntes característicos, calculados a partir de dados de correntómetros. Este procedimento não é muito comum, por ser pouco prático e muito oneroso.





Uma vez que Ui e Kij não são função de (, isto é, são dados do problema a equação 4.1 é linear, mesmo quando os coeficientes de difusão turbulenta são função da propriedade transportada (ex: temperatura) a equação pode ser resolvida como sendo quasi-linear, quando a escala de tempo de variação de K é maior que a de variação de (. Segundo a classificação, apresentada em Fletcher, 1991,� TA \l "Fletcher, 1991" \s "Fletcher, 1991" \c 1 � se o tensor Kij for nulo, a equação 4.1 é uma equação diferencial hiperbólica de primeira ordem, isto é, uma perturbação no ponto xi, no valor de ((xi,t), propaga-se no meio sem sofrer dissipação. Se o tensor for diferente de zero, a equação de transporte será parabólica e de segunda ordem. 





A precisão do método numérico adoptado para a resolução desta equação, depende do peso relativo dos termos advectivo e difusivo, que pode ser quantificado, recorrendo ao número de Peclet da malha, Ui(xi/Kii. Na maioria das aplicações práticas, o transporte advectivo é uma ordem de grandeza superior ao transporte difusivo (Crepon, 1993� TA \l "Crepon, 1993" \s "Crepon, 1993" \c 1 �). 





Os métodos numéricos, utilizados normalmente para resolver a equação 4.1, podem ser divididos em duas grandes categorias: Eulerianos e Lagrangeanos. Os métodos eulerianos podem introduzir elevada difusão numérica através do cálculo do termo advectivo, se os gradientes forem elevados. Por esta razão, são normalmente aplicados para simular a dispersão de propriedades que ocupam todo o domínio e por isso são caracterizadas por gradientes suaves. Os métodos Lagrangeanos não calculam explicitamente o termo advectivo e por isso não introduzem aquele tipo de difusão numérica. Por outro lado, necessitam de algoritmos mais complexos do que os métodos eulerianos para resolver o termo difusivo. Estes métodos são usualmente utilizados para simular a dispersão, em zonas localizadas do domínio, de propriedades, caracterizadas por gradientes acentuados. Leitão, 1992� TA \l "Leitão, 1992" \s "Leitão, 1992" \c 1 �, apresenta um resumo das principais características destes métodos, tal como Baptista, 1986� TA \l "Baptista, 1986" \s "Baptista, 1986" \c 1 � e Costa, 1991� TA \l "Costa, 1991" \s "Costa, 1991" \c 1 �. Baptista, 1986, aborda de uma forma bastante pormenorizada um método Euleriano que recorre ao método das características para a resolução do termo advectivo. Costa, 1991, descreve pormenorizadamente um método Lagrangeano que utiliza o conceito de traçador.


Métodos Eulerianos


Os métodos eulerianos calculam os valores da propriedade num conjunto de pontos fixos no espaço, isto é, numa malha fixa. Na discretização da equação 4.1 é necessário ter em conta a natureza matemática distinta do termo advectivo e difusivo. Pela análise de estabilidade, prova-se que a estabilidade de qualquer discretização da equação 4.1, na forma euleriana, é função do número de Courant (Cr= U(t/(x) e do número de difusão ((=K(t/(x2) e pela análise de consistência, prova-se que a precisão é função do número de Peclet ou número de Reynolds da malha (Pe=Cr/(=U(x/K) e do número de Courant.





A discretização espacial da equação 4.1, mais simples, é a aplicação do método das diferenças centradas  ao termo difusivo e advectivo. No entanto, este método, para números de Peclet maiores que 2, apresenta oscilações espaciais de pequeno comprimento de onda (2(x), que se amplificam no caso do cálculo explicito, tornando o algoritmo instável. Para o caso da hidrodinâmica, o seu efeito pode ser visualizado na figura 4.1, onde as velocidades mostram um ziguezague característico, que se acentua na zona de maior variabilidade espacial de quantidade de movimento.



























































Figura � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Figura \* ARABIC \r 1 �1� - Campo de velocidades calculado recorrendo ao método das diferenças centradas, no qual se visualiza oscilações de pequeno comprimento de onda - wiggles -  ( Abbott, 1989 - pág. 143� TA \l "Abbott, 1989" \s "Abbott, 1989" \c 1 �).





A difusão tem um efeito estabilizador da solução, se não originar instabilidade numérica, uma vez que fisicamente é sempre positiva. Para números de Peclet (Pe), inferiores a 2, a difusão “física” é suficiente para dissipar as instabilidades anteriormente referidas, wiggles, associadas ao termo advectivo (Leonard, 1979� TA \l "Leonard, 1979" \s "Leonard, 1979" \c 1 �). O critério de ausência de wiggles, Peclet inferior a 2, não implica que o método numérico seja estável segundo a análise de estabilidade de Von Newmann. No caso explicito, para além de Pe(2 as condições de estabilidade são Cr(1 e ((0.5 ( no caso unidimensional). Em muitas aplicações, a redução do número de Peclet não é suficiente para corrigir as instabilidades, associadas à discretização, por diferenças centradas do termo advectivo.





Para números de Peclet elevados é necessário recorrer a métodos que eliminem o fenómeno de wiggles, uma alternativa é a discretização por diferenças centradas do termo difusivo e por diferenças a montante do termo advectivo (upwind). Este método respeita a propriedade transportiva da velocidade, mas pode introduzir difusão numérica acentuada. Fazendo uma análise de consistência verifica-se que o método upwind introduz um coeficiente de difusão numérica dado por:


� EMBED Equation.2  ���	Equação � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Equação \* ARABIC �2�


Cr - número de Courant





Para números de Courant superiores a 1, o coeficiente de difusão numérica toma valores negativos, instabilizando a solução. Por outro lado se Knum>K a solução, apesar de estável, apresenta resultados que nada têm a ver com a solução real.





Se adicionarmos ao termo difusivo da equação 4.1 o termo de difusão numérica para um domínio unidimensional fica:


� EMBED Equation.2  ���	Equação � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Equação \* ARABIC �3�


A equação 4.3, com este artifício matemático, tem agora uma precisão de 2a ordem de todos os seus termos, caso o termo advectivo seja discretizado pelo método upwind e o termo difusivo pelo método de diferenças centradas . Este procedimento só tem interesse a título académico para por em evidência o papel da difusão numérica.





Com o objectivo de reduzir a difusão numérica foram propostos métodos que mantêm alguns dos aspectos dos esquemas upwind, diminuindo no entanto o erro de truncatura. Os esquemas QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics) e QUICKEST (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics with Estimated Streaming Terms), propostos por Leonard em 1976 e 1979, respectivamente, são sem dúvida os mais conhecidos, apresentam uma precisão de 3a ordem. Uma das principais diferenças, entre o método QUICK e QUICKEST, é que o erro de truncatura, do termo evolutivo do primeiro, é de primeira ordem, O((t), enquanto, no esquema QUICKEST é de terceira ordem, O((t3), o que torna o método QUICK mais apropriado para escoamentos quasi-estacionários, enquanto o método QUICKEST deve ser aplicado em escoamentos fortemente não estacionários. 





Os problemas, até agora abordados, estão associados à discretização espacial da equação 4.1, é importante realçar que não se pode dissociar a discretização espacial da temporal. Assim, os métodos explícitos, com uma discretização por diferenças a montante do termo advectivo, têm um número de Courant menor que 1, como o limite de estabilidade (condição de Courant-Friedrichs-Lewy), o que os torna pouco interessantes, uma vez que exigem passos de tempo muito pequenos quando se utilizam malhas finas. Os esquemas implícitos, são incondicionalmente estáveis, o que permite passos temporais mais elevados, mas à custa de erros de truncatura demasiado elevados, implicam também a inversão de matrizes, o que torna o algoritmo de cálculo pesado. Os métodos semi-implicitos têm melhor precisão no tempo e nos casos com mais de uma dimensão podem tornar o cálculo mais simples. O método ADI (alternating direction implicit) que pode ser aplicado a domínios bidimensionais ( Neves, 1985� TA \l "Neves, 1985" \s "Neves, 1985" \c 1 �) e tridimensionais (Santos, 1995� TA \l "Santos, 1995" \s "Santos, 1995" \c 1 �), é um método semi-implicito . Este consiste em dividir o passo temporal em dois, sendo a equação 4.1 resolvida no primeiro meio passo temporal, explicitamente numa direcção x e implicitamente noutra direcção, alternando a ordem no segundo meio passo temporal.





Como já se referiu os métodos eulerianos são normalmente utilizados para resolver a equação de transporte para domínios grandes, onde os valores da propriedade a transportar são caracterizados por gradientes suaves (ex: salinidade, temperatura). Estes métodos, devido à difusão numérica associada à discretização do termo advectivo, têm tendência a suavizar qualquer gradiente acentuado que se estabeleça. No caso dos modelos de circulação oceânica as frentes, que apresentam gradientes muito elevados, são destruídas se forem utilizados métodos com elevada difusão numérica, que podem eventualmente ser adequados para o resto do domínio. Um meio de o evitar é o desenvolvimento de algoritmos que, na presença de gradientes elevados, utilizem uma discretização do termo advectivo de ordem superior à utilizada no resto do domínio. Desta forma, pode-se obter uma solução mais precisa, sem implicar um aumento exagerado do tempo de calculo. Esta metodologia foi aplicada por Leonard em 1988 (Leitão, 1992� TA \s "Leitão, 1992" �), o qual desenvolveu um esquema, SHARP, que só na presença de gradientes elevados é utilizado para discretizar o termo advectivo, enquanto no restante domínio este termo é discretizado recorrendo ao esquema QUICK.





Um método que também se pode admitir como Euleriano, devido à difusão numérica associada ao cálculo do termo advectivo, é o método que Baptista, 1986, designa por método euleriano-lagrangeano que utiliza o conceito de “concentração”. Nestes métodos, normalmente, divide-se a equação de transporte em duas equações: uma resolve o termo advectivo e a outra resolve o termo difusivo (time-splitting). A primeira é resolvida recorrendo ao método das características, que é normalmente constituído pelos seguintes passos:


Associar a cada nó da malha uma partícula no instante n;


Calcular a posição de cada partícula no instante n-1 e calcular por interpolação o valor da concentração nessas posições;


Actualizar os valores das concentrações nos nós com as concentrações calculadas.





Existe, nesta metodologia, uma tarefa que merece uma atenção especial, pois pode ser uma fonte importante de difusão, que é o cálculo por interpolação dos valores das concentrações nas posições das partículas no instante n-1, base das linhas características. Baptista, 1986,� TA \s "Baptista, 1986" � apresenta um estudo comparativo entre os diversos esquemas de interpolação que se encontram na bibliografia.





A equação, que resolve a difusão resulta normalmente da discretização por diferenças centradas do termo difusivo. Em Baptista, 1986� TA \s "Baptista, 1986" � , Holly e Polatera, 1984� TA \l "Holly e Polatera, 1984" \s "Holly e Polatera, 1984" \c 1 � e Biesel, 1982,� TA \l "Biesel, 1982" \s "Biesel, 1982" \c 1 � são apresentadas metodologias deste tipo.





Métodos Lagrangeanos


Os métodos lagrangeanos podem ser divididos em métodos que resolvem uma equação de difusão semi-empirica numa malha que se move com o escoamento e em métodos que utilizam o conceito de traçador. Os métodos, que se aplicam a uma malha, que se move com o escoamento, evitam a resolução do termo advectivo e, consequentemente, todos os problemas associados à discretização deste. Este método apresenta, como principais vantagens, uma grande estabilidade e uma boa precisão, mesmo para passos de tempo muito superiores aos dos utilizados nos métodos Eulerianos. As principais desvantagens surgem na resolução de escoamentos complexos (ex: escoamentos com reversibilidade), aos quais estão associadas deformações da malha que podem dar origem a erros numéricos importantes em zonas de grande variabilidade do campo de velocidades. Outra grande desvantagem, mas de ordem prática, deve-se à incompatibilidade destes métodos com os modelos hidrodinâmicos convencionais, resolvidos normalmente em malhas eulerianas (fixas no espaço) por diferenças finitas ou elementos finitos.





Como já se referiu, a maioria dos modelos hidrodinâmicos calculam os campos de velocidades, essenciais para a resolução da equação 4.1, para uma malha euleriana. Por outro lado, para se obter uma boa precisão, na resolução da mesma equação, é necessário adoptar métodos distintos para a resolução do termo advectivo e difusivo. Estas limitações deram origem ao desenvolvimento de métodos Lagrangeanos que utilizam o conceito de traçador. 


 


Este tipo de métodos são caracterizados por terem uma abordagem intuitiva ao problema da dispersão. Esta abordagem consiste em associar massa a traçadores emitidos em pontos específicos. As trajectórias destes traçadores são calculadas, com base num campo de velocidades, fornecido um modelo hidrodinâmico acoplado, sendo o campo de concentrações função da densidade destes em cada célula da malha. O termo advectivo é resolvido indirectamente através da trajectória produzida pelo campo de velocidades não turbulento. A localização em cada instante de tempo é dada pela equação:


� EMBED Equation.2  ���	Equação � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Equação \* ARABIC �4�


x=x(x,y,z,t) - localização do traçador no instante t;


U(x,t) - velocidade do traçador.





A equação 4.4 pode ser resolvida, recorrendo a um método simples explicito (xt+(t=xt+U(x,t)((t) ou a métodos de ordem superior, como o esquema de Heun adoptado por Monteiro, 1995,� TA \l "Monteiro, 1995" \s "Monteiro, 1995" \c 1 �  que consiste num esquema de previsão-correcção de dois níveis temporais com uma precisão de 2a ordem. No entanto, Costa, 1991,� TA \s "Costa, 1991" � conclui, após diversos testes, que o método explícito apresentado tem uma precisão suficiente para calcular a trajectória dos traçadores na maioria dos escoamentos naturais. Outro aspecto importante é o cálculo da velocidade do traçador, U(x,t). Normalmente, os modelos de dispersão estão associados a modelos hidrodinâmicos que calculam as velocidades para as faces da malha. A velocidade do traçador, na posição x, é calculada recorrendo a uma interpolação, tendo por base o campo de velocidades calculado pelo modelo hidrodinâmico. A interpolação pode ser linear ( Costa, 1991� TA \s "Costa, 1991" �) ou bilinear (Monteiro, 1995� TA \s "Monteiro, 1995" �).





O termo difusivo neste tipo de métodos pode ser calculado de duas formas distintas. Uma das formas consiste em resolver a equação  (domínio unidimensional):


� EMBED Equation.2  ���	Equação � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Equação \* ARABIC �5�


utilizando-se para tal uma discretização de diferenças centradas e uma técnica de divisão do passo temporal, resolvendo-se o termo advectivo e o termo difusivo em instantes diferentes (Costa, 1991� TA \s "Costa, 1991" �). O fluxo difusivo é contabilizado na forma de transferência de massa entre traçadores (Monteiro e Neves, 1992� TA \l "Monteiro e Neves, 1992" \s "Monteiro e Neves, 1992" \c 1 � e Costa, 1991� TA \s "Costa, 1991" �). Após se saber a localização dos traçadores é calculada a concentração em cada célula da malha e utilizando um método euleriano é calculada a divergência dos fluxos em cada célula. A massa dos traçadores é alterada de acordo com a divergência local. Desta forma há transferência de massa entre traçadores, sendo necessária a consideração de traçadores "vazios" em redor da pluma, disponíveis para receber a massa que, por difusão, chega a uma célula onde a concentração era nula (Monteiro e Neves, 1992).





Outra forma de contabilizar o termo difusivo é considerar este na forma de uma perturbação aleatória na trajectória dos traçadores, por analogia com o movimento Browniano. Para tal, pode-se aplicar o método Monte-Carlo, que consiste em adicionar à velocidade média, calculada em cada iteração, um termo aleatório com o objectivo de simular a difusão turbulenta. Esta variável aleatória pode ser calculada também por analogia com o movimento Browniano, aplicando a equação 2.8 que relaciona o movimento Browniano com o coeficiente de difusão molecular. Neste caso, esta equação relacionaria o deslocamento aleatório dos traçadores com o coeficiente de difusão turbulenta. Diversos autores adoptaram esta metodologia Van Dam, 1994� TA \l "Van Dam, 1994" \s "Van Dam, 1994" \c 1 �, Maier-Reimer e Sundermann, 1982� TA \l "Maier-Reimer e Sundermann, 1982" \s "Maier-Reimer e Sundermann, 1982" \c 1 �, Krohn, 1987� TA \l "Krohn, 1987" \s "Krohn, 1987" \c 1 �, Monteiro, 1995;� TA \s "Monteiro, 1995" �� TA \s "Monteiro, 1995" � tendo estes utilizado a equação 4.6 para calcular velocidade aleatória (a demonstração desta expressão está feita neste trabalho no capitulo 5 intitulado Modelos de Traçadores):


� EMBED Equation.2  ���	Equação � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Equação \* ARABIC �6�


R - variável aleatória com uma distribuição uniforme entre -1 e 1.





Sullivan, 1971 e Allen, 1982, calculam a trajectória aleatória dos traçadores com base em parâmetros característicos da turbulência local ( comprimento de mistura e desvio padrão da velocidade turbulenta). Outra forma de calcular o termo aleatório ou difusivo da velocidade é recorrendo a uma aproximação determinista. Lange, em 1978 (Baptista, 1986� TA \s "Baptista, 1986" �), utilizando a teoria da difusão, propôs que a velocidade (u’) a somar à velocidade média não fosse uma variável aleatória mas sim uma variável determinista:


� EMBED Equation.2  ���	Equação � STYLEREF 1 \n �4�-� SEQ Equação \* ARABIC �7�


As principais vantagens dos métodos que utilizam o conceito de traçador: é a sua versatilidade, podendo ser aplicados facilmente a modelos de transporte de sedimentos, ecológicos e de qualidade de água, permitem evitar os problemas numéricos associados à resolução do termo advectivo A cada traçador pode ser associada uma origem, que nos modelos de qualidade de água é muito útil e permitem resolver gradientes muito acentuados. As desvantagens são o elevado número de traçadores que é necessário para resolver grandes domínios.





Neuman, 1984,� TA \l "Neuman, 1984" \s "Neuman, 1984" \c 1 � propõe uma metodologia híbrida com o objectivo de aproveitar as vantagens dos métodos Eulerianos e Lagrangeanos. Este método consiste em resolver a equação de transporte nas zonas de maiores gradientes, recorrendo a um método Lagrangeano que utiliza o conceito de traçador e no resto do domínio utilizar um método Euleriano, tendo por principal vantagem permitir obter bons resultados em todo o domínio, sem ser necessário um número demasiado elevado de traçadores. 





