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2.
PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM


ÁGUAS POUCO PROFUNDAS

2.1. INTRODUÇÃO

As ondas são uma consequência da interacção atmosfera-oceano resultando essencialmente da acção do vento. Na sua formação estão envolvidos três factores básicos: um valor mínimo da velocidade do vento, a sua duração e a distância sobre a qual este actua ("fetch" na literatura inglesa). O comprimento e a altura das ondas são tanto maiores quanto mais longo for o tempo e a distância de actuação do vento sobre a zona de geração.

As ondas produzidas pelo vento podem classificar-se em vaga e ondulação ("sea" e "swell" na literatura inglesa). As ondas são designadas por vaga enquanto se encontram na zona de geração, passando a designar-se por ondulação quando se deslocam para fora desta zona e deixam de estar sujeitas a uma significativa acção do vento. Os estados de agitação nos oceanos são caracterizados normalmente por uma mistura de vaga e ondulação.

Quando o vento deixa de soprar as ondas não desaparecem mas afastam-se do local de geração, podendo viajar milhares de quilómetros. À medida que se propagam através do oceano ficam sujeitas a fenómenos de dispersão, sofrendo no entanto pequena dissipação de energia. Quando se aproximam da costa, à medida que a profundidade diminui, começam a ser afectadas na sua propagação e a "sentir" o fundo, correspondendo este ponto ao início da zona de empolamento ("shoalling" na literatura inglesa), o qual conjuntamente com a refracção representa um dos fenómenos mais importantes na propagação das ondas em águas pouco profundas (figura 2.1).
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figura 2.1 : Definição das zonas costeiras (in Horikawa, 1988)

A refracção é consequência da modificação da celeridade das ondas, função  do seu período, da profundidade e das correntes locais. As ondas refractadas mudam de direcção tendendo as cristas, na ausência de correntes locais significativas, a ficar paralelas à batimetria.

O empolamento por seu lado resulta da alteração na velocidade de propagação do fluxo de energia das ondas a qual vai diminuindo com a profundidade. Sendo a altura das ondas proporcional à raíz quadrada da energia, quando a onda se propaga para zonas de menor profundidade e a velocidade de propagação baixa, a altura da onda tem de aumentar para o fluxo de energia se conservar.

Finalmente, quando se atingem zonas onde a altura das ondas é da mesma ordem de grandeza da profundidade, dá-se a rebentação que produz grande turbulência, com grande dissipação de energia e com grande capacidade de movimentação de sedimentos.

A compreensão dos mecanismos associados às transformações decorrentes da acção de todos estes fenómenos constitui o fundamento deste capítulo. Nele serão abordados os aspectos mais relevantes ligados à propagação das ondas em águas pouco profundas, nomeadamente os fenómenos de refracção, difracção e reflexão.

2.2. REFRACÇÃO DAS ONDAS

Em grandes profundidades (h>Lo/2) a celeridade da onda é função, essencialmente, do período:

C =  eq \f(g T,2 
(2.1)

À medida que se deslocam para águas menos profundas a profundidade passa a desempenhar um papel cada vez mais importante. Segundo a teoria das ondas de pequena amplitude, a celeridade em águas de profundidade intermédia (Lo/2>h>L/20) é dada pela expressão:

C = eq \r(\f(g,k) tanh(kh))
(2.2)

a qual em águas pouco profundas (h<L/20) se reduz a:

C = eq \r(gh)
(2.3)
Daqui resulta que uma variação na batimetria implica igualmente uma variação da celeridade, conduzindo à modificação da direcção de propagação das ondas cujas cristas tendem a ficar paralelas à batimetria. Este fenómeno é designado usualmente por refracção da onda.

A refracção pode ser analisada de duas formas estreitamente ligadas entre si, e que aqui se distinguem meramente por conveniência da apresentação teórica do fenómeno. Por um lado existe um aspecto geométrico, que está mais ligado à variação da celeridade e que é similar ao fenómeno da refracção da luz ao atravessar meios de características diferentes, e por outro um aspecto energético que se traduz na variação da amplitude ao longo das ortogonais (empolamento).

2.2.1. ASPECTO GEOMÉTRICO DA REFRACÇÃO

Considere-se a crista de uma onda propagando-se sobre uma batimetria arbitrária (figura 2.2). Se M e N forem dois pontos vizinhos da crista afastados de y no instante t respectivamente com as celeridades C e C+C, no instante t+t esses pontos terão evoluído para M1 e N1 sendo o ângulo  da crista dado por:

 = - eq \f(C t,y)
(2.4)

ou, no limite quando y  0, por

eq \f(d,dt) = - eq \f(dC,dy)
(2.5)
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figura 2.2  : Deformação das cristas por efeito das irregularidades do fundo
Introduzindo ao longo de uma ortogonal a abcissa curvilínea s, tangente à celeridade (ds = C dt), a expressão anterior pode ser escrita na forma:

eq \f(d,ds) = - eq \f(1,C)  eq \f(dC,dy)
(2.6)

a qual traduz o princípio que a curvatura de uma dada ortogonal é, em cada ponto, igual ao gradiente logarítmico da celeridade ao longo de uma crista.

2.2.2. ASPECTO ENERGÉTICO DA REFRACÇÃO

A variação da altura da onda ao longo de uma ortogonal pode ser quantificada na forma de um coeficiente do tipo K = A/Ao, o qual é determinado considerando que o fluxo de energia se mantém constante entre duas ortogonais vizinhas.

Se se considerarem duas ortogonais espaçadas de bo na secção A situada ao largo e de b na secção B situado à profundidade h (figura 2.3), o fluxo de energia em A e B é respectivamente:

Efo = eq \f(1,8)  g Aoeq \d\ba6()2 bo Cgo
(2.7)

Ef = eq \f(1,8)  g A2 b Cg
(2.8)
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figura 2.3 : Concentração de energia por aproximação entre duas ortogonais
Igualando as duas quantidades das equações (2.7) e (2.8) obtém-se,

K = eq \r(\f(bo Cgo,b Cg))
(2.9)

podendo a celeridade de grupo ser obtida em função da profundidade h,

Cg = eq \f(1,2) C [ 1+ eq \f(4ph/L,sinh(4h/L)) ]
(2.10)

ou ao largo,

Cgo = eq \f(1,2) Co
(2.11)

Definindo Kr = eq \r(bo/b)  e Ks = eq \r(Cgo/Cg), o coeficiente anterior pode ser visto como sendo composto por dois coeficientes parciais. O primeiro, Kr, está ligado à variação do espaçamento das ortogonais, traduzindo Ks o efeito do empolamento.

Munk e Arthur (1951) propuseram uma teoria para a determinação do coeficiente Kr em cada ponto da ortogonal. Segundo estes autores Kr é calculado em cada ponto por intermédio de um outro coeficiente * = b/bo o qual pode ser relacionado com Kr pela expressão,

Kr = eq \r(\f(1,*))
(2.12)

e para o qual é possível escrever uma relação do tipo,

eq \f(d2*,dt2) + p eq \f(d*,dt) + q * = 0
(2.13)

ou, tomando s como variável independente,

eq \f(d2*,ds2) + eq \f(p,C) eq \f(db*,dt) + eq \f(q,C2) * = 0
(2.14)

sendo,

p = - (eq \f(¶C,x) cos  + eq \f(¶C,¶y) sin )
(2.15)

q = C eq \f(¶2C,¶x2) sin2  - 2 C eq \f(2C,xy)  sin  cos  + C eq \f(2C,y2) cos2 
(2.16)

O coeficiente Ks pode ser obtido a partir da relação entre a celeridade de grupo para uma profundidade h (2.10) e ao largo (2.11) donde resulta a expressão,

Ks = [tanh (2h/L) ( 1+ eq \f(4h/L,sinh(4h/L)) )]-1/2
(2.17)

Os resultados deste tipo de modelos devem no entanto ser objecto de uma interpretação cuidada, muito em especial em zonas de forte convergência ou divergência das ortogonais. Com efeito a convergência dos raios de onda conduz ao aumento da sua altura. Um eventual ponto de cruzamento de duas ortogonais corresponderia necessariamente uma altura de onda infinita pois o espaçamento entre as ortogonais seria nulo.

Fisicamente esta solução é impossível sendo uma consequência da hipótese de não transmissão lateral de energia (conservação de energia entre duas ortogonais) a qual deixa de ter significado sempre que os gradientes de elevação da superfície livre ao longo das cristas se tornam significativos (uma vez que a hipótese só é completamente verdadeira no caso de gradiente nulo).

Até há alguns anos atrás a maior parte do trabalho relacionado com a propagação de ondas monocromáticas era baseado na construção de diagramas de refracção construídos manualmente (ver por exemplo Johnson et al,1948, Dunham,1951, Pierson et al,1952). Durante os anos 60 e início dos anos 70 o problema da refracção começou a ser resolvido de uma forma mais eficiente com recurso aos meios de cálculo automático para a construção dos diagramas (ver por exemplo Harrison e Wilson,1964, Dobson,1967).

Actualmente a utilização destes modelos começa a ser preterida em benefício de aproximações mais complexas mas igualmente mais realistas. Esta mudança de atitude tem a ver com o facto de muitas das limitações que até há alguns anos os apresentavam como a única ferramenta capaz de lidar com problemas de interesse prático, estarem hoje ultrapassadas como consequência do desenvolvimento verificado nos meios de cálculo disponíveis e de novas teorias, como por exemplo da forma parabólica das equações para declives suaves, às quais se fará referência na secção 2.4.

2.3. DIFRACÇÃO DAS ONDAS

Tal como se referiu na secção anterior, a não consideração dos efeitos de transmissão lateral de energia na avaliação dos efeitos da refracção, tem como consequência que os modelos baseados nestas equações deixem de ser válidos em zonas de grandes gradientes de amplitude onde esses fenómenos são importantes. 

É este o caso, por exemplo, da propagação de uma onda para o interior de uma zona abrigada, onde o fenómeno dominante é a transmissão lateral de energia, ou ainda das regiões de grande concentração de energia.

As dificuldades relacionadas com o estudo analítico deste problema são consideravelmente superiores às que se punham na refracção, sendo a generalidade das soluções analíticas válidas somente em fundo plano.

Uma discussão detalhada sobre os métodos de solução deste tipo de problemas pode ser encontrada em Stoker (1957). Nesta secção é feita uma abordagem sumária das equações que descrevem o movimento.

De uma maneira geral o fluido é considerado incompressível e o movimento irrotacional pelo que o potencial de velocidades  satisfaz a condição de Laplace. Considerando a teoria das ondas de pequena amplitude em água de profundidade uniforme h, pode assumir-se uma solução do tipo da das ondas de pequena amplitude, a qual satisfaz as condições de fronteira (1.2), (1.5) e (1.6) (Horikawa,1988):

 = -  eq \f(i g,w)  F(h,z) (x,y,t)
(2.18)

F(h,z) = eq \f(cosh k (z+h),cosh kh)
(2.19)

 = eq \d\ba5()^(x,y) eit
(2.20)

sendo F uma função que caracteriza a distribuição vertical da velocidade das partículas, i a unidade imaginária e  a frequência angular que satisfaz a relação de dispersão:

 = eq \r(g k tanh(kh))
(2.21)

Assim, a equação de Laplace (1.1) reduz-se à resolução de uma equação de Helmholtz para eq \d\ba6()^,

2 eq \d\ba5()^ + k2 eq \d\ba5()^ = 0
(2.22)

a qual é aplicável tanto a ondas em águas profundas como a ondas longas (Horikawa, 1988).

Até há alguns anos, não havendo soluções que permitissem levar em consideração o efeito simultâneo dos fenómenos de refracção e difracção, os modelos baseados na resolução desta equação constituiam a única ferramenta disponível para a resolução deste tipo de problemas. Actualmente, a utilização deste tipo de modelos, tal como dos anteriores, devido aos constrangimentos resultantes das próprias equações (nomeadamente o facto de só serem válidas em fundo plano), é pouco interessante uma vez que os meios de cálculo disponíveis permitem o uso de soluções muito mais eficazes tal como se verá nas secções seguintes.

2.4. REFRACÇÃO-DIFRACÇÃO DAS ONDAS

O rápido desenvolvimento dos computadores, com a eliminação das limitações anteriormente existentes em relação ao desenvolvimento de modelos que requeressem grandes meios de cálculo, veio permitir a obtenção de soluções que têm em consideração simultaneamente os fenómenos de refracção e difracção, obviando assim um dos principais inconvenientes da utilização dos modelos anteriormente apresentados

Berkhoff (1972,76) deduziu uma equação elíptica que possibilita uma aproximação do processo completo de refracção-difracção de ondas lineares propagando-se sobre batimetrias variáveis. Uma das hipóteses que está na base desta equação considera que o fundo deverá ter uma variação suave, razão pela qual é habitualmente designada por equação para declives suaves - "mild-slope equation" na literatura inglesa - (Smith e Springs,1975),

eq \f(,x) (C Cg eq \f(,x)) + eq \f(,y) (C Cg eq \f(,y)) + 2 eq \f(Cg,C) = 0
(2.23)

Smith e Springs (1975) e Booij (1983) examinaram numericamente a validade da equação tendo concluído que pode ser usada para declives até 1/3 e mesmo para ondas a passarem sobre degraus. No entanto, as dificuldades associadas à respectiva resolução, nomeadamente no que respeita aos meios de cálculos necessários para uma aplicação a zonas de grandes dimensões e à imposição de condições de fronteira realistas, conduziram ao aparecimento de formas simplificadas, como seja a forma parabólica, a qual foi originalmente proposta por Radder (1979).

Admitindo que as ondas apresentam uma direcção de propagação dominante e que as ondas reflectidas podem ser desprezadas, é possível obter a equação:

eq \f(¶f,¶x) =[ik - eq \f(1,2kCCg)  eq \f (,x)]  + eq \f(1,2kCCg)  eq \f (,y) (CCg eq \f(,x))
(2.24)

A aproximação parabólica apresenta como principal desvantagem o facto de necessitar que a malha seja orientada com a direcção de propagação predominante, podendo a sua aplicação não ser adequada a casos de batimetrias complexas. Apresenta no entanto como grande aliciante a possibilidade de tratar áreas de dimensões regionais constituindo-se desse modo como uma alternativa válida aos modelos de refracção pura.

As equações para declives suaves podem ainda ser escritas na forma hiperbólica (Watanabe e Maruyama,1986). No entanto, apesar da introdução dos termos dependentes do tempo, estas equações não podem descrever quaisquer fenómenos transientes, uma vez que se assume à priori que o movimento é periódico (Horikawa, 1988).

Watanabe e Maruyama (1986) apresentam estas equações na forma:

eq \f(¶U,¶t)  + eq \f(1,n)  C2  eq \f(¶(n ),¶x)  = 0
(2.25)

eq \f(¶V,¶t)  + eq \f(1,n)  C2  eq \f((n ),y)  = 0
(2.26)

eq \f(,t)  + eq \f(U,x)  + eq \f(V,y)  = 0
(2.27)

podendo os valores de n e C ser calculados a partir dos resultados da teoria linear:

C = ( eq \f(g,k)  tanh kh)eq \s\up6(1/2)
(2.28)

n = eq \f(1,2)  (1 + eq \f(2kh,sinh 2kh) )
(2.29)

2.5. EQUAÇÕES DE BOUSSINESQ

A consideração de todos os efeitos a que anteriormente se fez referência, incluindo a possibilidade de simular fenómenos transientes, é possível em águas pouco profundas através do uso das equações para água pouco profunda ("shallow water equations" na literatura inglesa). A extensão destas equações a águas de intermédias e grandes profundidades representa uma das actuais áreas de investigação e constitui igualmente matéria deste trabalho.

A dedução destas equações, apresentada de seguida, tem por base a integração na vertical das equações de conservação da massa e da quantidade de movimento. A equação de conservação da massa representa matematicamente o princípio de que, por unidade de tempo, a acumulação de massa  no interior de um dado volume é igual ao fluxo de massa que entra no volume menos o fluxo que sai. No caso de um escoamento incompressível traduz-se por:

eq \f(¶u,¶x)  +  eq \f(¶v,¶y)  +  eq \f(¶w,¶z)  = 0
(2.30)

As equações de conservação da quantidade de movimento baseiam-se na segunda lei de Newton que estabelece que a resultante das forças aplicadas sobre um corpo é igual à massa vezes a aceleração:

M eq \f(dv\d\ba7()®,dt)  =  Feq \d\ba7()ext
(2.31)

As forças que actuam sobre as partículas são de dois tipos: forças mássicas e forças superficiais. As forças mássicas são devidas a campos externos, que actuam sobre toda a massa do volume elementar, considerando-se que, para os problemas que se pretendem estudar, somente as forças gravíticas são importantes. Nos casos de propagação de ondas longas com períodos comparáveis ao de rotação da Terra ou áreas extensas, devem ainda ter-se em consideração os termos relativos à aceleração de Coriólis e eventualmente as forças de atracção astronómica. As forças superficiais são devidas a esforços nas faces do volume de controlo como sejam a pressão P e os esforços viscosos ij.

Num escoamento tridimensional as equações de conservação de quantidade de movimento, podem então escrever-se na forma:

 gx - eq \f(P,¶x)  + eq \f(xx,¶x)  + eq \f(yx,¶y)  + eq \f(zx,¶z) =  eq \f(du,dt)  
(2.32)

 gy - eq \f(¶P,¶y)  + eq \f(sxy,¶x)  + eq \f(syy,¶y)  + eq \f(zy,¶z) =  eq \f(dv,dt) 
(2.33)

 gz - eq \f(P,z)  + eq \f(xz,x)  + eq \f(yz,y)  + eq \f(zz,z) =  eq \f(dw,dt) 
(2.34)

No caso dos esforços viscosos serem nulos (ij = 0), as equações anteriores reduzem-se às equações de Euler. Para o caso mais geral de fluidos newtonianos os esforços viscosos são proporcionais à taxa de deformação e à viscosidade:

ij = ( eq \f(ui,xj) + eq \f(uj,xi) )
(2.35)

A substituição nas equações anteriores conduz às equações de conservação de quantidade de movimento para um fluido newtoniano, também conhecidas por equações de Navier-Stokes:

eq \f(¶u,¶t)  + eq \f(¶u2,¶x)  + eq \f(uv,y)  + eq \f(¶uw,z)  = - 
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eq \f(¶P,¶x)  +  eq \f(¶2u,x2) + eq \f(¶2u,y2) + eq \f(2u,z2) ) + gx
(2.36)
eq \f(¶v,¶t)  + eq \f(¶uv,¶x)  + eq \f(v2,y)  + eq \f(¶vw,z)  = - 
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eq \f(¶P,¶y)  +  eq \f(¶2v,x2) + eq \f(¶2v,¶y2) + eq \f(2v,z2) ) + gy
(2.37)
eq \f(¶w,¶t)  + eq \f(¶uw,¶x)  + eq \f(vw,y)  + eq \f(w2,z)  = -
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eq \f(P,z)  +  eq \f(2w,x2) + eq \f(2w,y2) + eq \f(2w,z2) ) + gz
(2.38)

A descrição completa do problema, implica ainda a definição de condições de fronteira na superfície livre e no fundo. Na superfície a pressão é a pressão atmosférica e a velocidade vertical na fronteira entre o ar e o fluido deve ser igual nos dois meios:

wliq = war = eq \f(d,dt)
(2.39)

ou seja:

w = eq \f(,t)  + u eq \f(,x)  + v eq \f(¶x,y)  = w-h + w
(2.40)

A condição de fronteira no fundo estabelece que a velocidade normal ao fundo é nula:

w-h = - u eq \f(¶h,¶x) - v eq \f(¶h,¶y) 
(2.41)

sendo as profundidades definidas de acordo com o referencial da figura 2.4.



figura 2.4 - definição do referencial de profundidades
A resolução integral das equações de Navier-Stokes, se bem que fosse a opção mais desejável, é demasiado onerosa em termos de cálculo. Uma forma de contornar este problema consiste em reduzir as equações tridimensionais do escoamento a uma descrição bidimensional por integração das equações na vertical, de acordo com algumas hipóteses simplificativas.

Para efectuar a integração das equações, para além da hipótese inicial de incompressibilidade do fluido, será suposto que as componentes horizontais da velocidade são uniformes na vertical e será imposto o perfil da velocidade vertical. Esta imposição conduzirá a uma lei de variação da pressão, a qual representa uma das incógnitas do problema.

A integração de operadores diferenciais será efectuada de acordo com a regra de Leibnitz: 

eq \f(¶,¶x) eq \i((x) ,(x), )

eq \d\ba10()   F(x,y) dy = eq \i((x) ,(x), \f(F(x,y),x))  dy + F(x,(x)) eq \f((x),x)  - F(x,(x)) eq \f((x),x)
(2.42)

2.5.1. EQUAÇÃO DE CONSERVAÇÃO DA MASSA

Tendo em consideração as condições de fronteira (2.40) e (2.41) e definindo, de acordo com a hipótese anteriormente referida, u e v como os valores médios na vertical de u e v,

u =  eq \f(1,h+x) eq \i(-h,x, )

eq \d\ba10()  u dz =  eq \f(1,H) eq \i(-h,, )

eq \d\ba10()  u dz
(2.43)

v =  eq \f(1,h+) eq \i(-h,x, )

eq \d\ba10()  v dz =  eq \f(1,H) eq \i(-h,x, )

eq \d\ba10()  v dz
(2.44)

a equação (2.30) pode ser integrada entre o fundo e a superfície livre,

eq \i(-h,, \f(u,x))  dz  + eq \i(-h,x, \f(¶v,¶y))  dz  + eq \i(-h,, \f(w,z))  dz  = 0
(2.45)

obtendo-se a equação da continuidade para um escoamento bidimensional:

eq \f(,t)  + eq \f(Hu,x)  + eq \f(Hv,y)  = 0
(2.46)

2.5.2. 
EQUAÇÃO DE CONSERVAÇÃO DA QUANTIDADE DE;

MOVIMENTO

A integração das equações de conservação da quantidade de movimento já não é tão simples uma vez que se desconhece, à partida, a equação que representa a variação da pressão na vertical.

A hipótese mais simples, consiste em considerar a pressão como sendo hidrostática. Esta hipótese é válida se a velocidade w for desprezável face às componentes horizontais u e v, pelo que a equação (2.38) se reduz a:

 - 
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eq \f(P,z)  = - gz
(2.47)

Admitindo que  é constante, a equação anterior pode ser integrada na vertical, sendo a constante de integração resultante determinada pela condição de fronteira na superfície livre (2.40). É assim possível determinar uma equação para a pressão P(z),

P(z) =  g  - g z
(2.48)

Esta hipótese é válida para o caso de ondas de grande comprimento como sejam, por exemplo, as ondas de maré. A sua consideração para ondas com números de Ursell da ordem da unidade tem como consequência que, em águas pouco profundas, como já se referiu no capítulo anterior a propósito do paradoxo das ondas longas, as ondas não se conseguem propagar sem mudar de forma. Com efeito as partículas com mais energia têm tendência para se deslocar mais depressa conduzindo ao aparecimento de uma frente de onda vertical que na literatura inglesa se designa por "bore". Apesar deste fenómeno também poder ocorrer na natureza, o seu aparecimento dá-se bastante mais tarde que o previsto quando se considera a pressão hidrostática (LeMéhauté, 1976).

A consideração de termos relativos à aceleração vertical permite que a onda mantenha uma forma estável, deixando no entanto a pressão de ser considerada hidrostática. Nestas condições a integração das equações implica então a introdução de uma outra hipótese que tenha em conta este facto.

Como já se referiu, Boussinesq (1872,1877) propôs uma teoria que descreve a curvatura das linhas de corrente no plano vertical considerando que a velocidade vertical varia linearmente desde o fundo até à superfície (figura 2.5). Atendendo a esta hipótese a velocidade vertical pode então exprimir-se na forma,

w(z) = w-h + eq \f(w,H)  (z+h)
(2.49)

sendo:

 w = w - w-h  = eq \f(,t)  + u eq \f(H,x)  + v eq \f(H,y) 
(2.50)



figura 2.5  - definição da velocidade vertical w(z) de acordo com a teoria de Boussinesq

A análise da ordem de grandeza dos termos da equação (2.38) permite concluir que o termo relativo à aceleração local é da ordem de grandeza de A/T2, enquanto que os termos convectivos são da ordem de grandeza de A/T2*A/H. Assim, para valores pequenos de A/H, os termos convectivos podem ser desprezados, podendo a equação escrever-se na forma:

 eq \f(1,r)eq \f(¶P,¶z)  + g - eq \f(¶w,¶t)  = 0
(2.51)

Tendo em consideração a equação (2.49), por integração da equação anterior obtém-se:
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P(z) = g (-z) + eq \i(z,x, \f(¶,¶t))  (w-h + eq \f(w,H)  (z+h))
(2.52)

ou seja,
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P(z) = g (-z) + (-z) eq \f(wo,t)  + eq \f(2+z2,2)  eq \f(,t) (eq \f(w,H))  + (-z) h  eq \f(,t) (eq \f(w,H))
(2.53)

Esta equação mostra que a pressão resultante não é hidrostática, existindo termos suplementares que quantificam a inércia devida à curvatura das linhas de corrente.

Uma vez obtida a equação para a pressão, torna-se possível a integração das equações (2.36) e (2.37) tendo em consideração as condições de fronteira definidas anteriormente.

A integração destas duas equações será exemplificada para a primeira, podendo a segunda ser obtida por processo análogo. Os termos convectivos, de pressão e de aceleração local, desta equação serão tratados separadamente para permitir uma maior clareza da exposição.

a) aceleração local

eq \i(-h,x, \f(¶u,¶t) dz) =  eq \f(¶,¶t) eq \i(-h,x, )

eq \d\ba10()  u dz - u eq \f(¶x,¶t)  
(2.54)

b) termos convectivos

eq \i(-h,, \f(u2,x) dz) =  eq \f(,x)  eq \i(-h,x, )

eq \d\ba10()  u2 dz - ueq \d\ba5()2 eq \f(,x)
(2.55)

 eq \i(-h,, \f(uv,z) dz) =  eq \f(¶,¶y)  eq \i(-h,x, )

eq \d\ba10()  uv dz - uv eq \f(¶x,¶y)
(2.56)

eq \i(-h,x, \f(uw,z) dz) = uw 
(2.57)

A soma dos termos convectivos e da aceleração local permite escrever:

eq \f(,t) eq \i(-h,, )

eq \d\ba12()  u dz + eq \f(,x) eq \i(-h,, )

eq \d\ba12()  u2 dz + eq \f(,y) eq \i(-h,, )

eq \d\ba12()  uv dz + u [w - u eq \f(¶x,¶x)  - v eq \f(¶x,¶y) ]- u eq \f(¶x,¶t) 
(2.58)
Introduzindo a condição de fronteira para a superfície livre os dois últimos termos anulam-se, ficando a expressão anterior na forma:

eq \f(,t) eq \i(-h,x, )u dz + eq \f(¶,¶x) eq \i(-h,x, )u2 dz + eq \f(,y) eq \i(-h,, )uv dz
(2.59)

efectuando as integrações tendo em consideração as equações (2.43) e (2.44) obtém-se finalmente:

eq \f(¶Hu,¶t)  + eq \f(¶Huu,¶x)  + eq \f(¶Huv,y)
(2.60)

c) termo de pressão

eq \f(1,r)  eq \f(P,x)  = g eq \f(¶x,¶x)  + (-z) eq \f(2w-h,¶x¶t)  + eq \f(¶x,¶x)  eq \f(¶w-h,¶t)  + eq \f(x2-z2,2)  eq \f(¶2,¶x¶t) (eq \f(Dw,H)) +  eq \f(,x)   eq \f(,t) (eq \f(w,H))

+ (-z) h eq \f(2,xt) (eq \f(w,H)) + h eq \f(,x)  eq \f(,t) (eq \f(w,H)) + (-z)  eq \f(¶h,¶x)  eq \f(¶,¶t) (eq \f(w,H))
(2.61)

desprezando os produtos de derivadas e fazendo a média na vertical, tendo em consideração as condições de fronteira, pode escrever-se,
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  eq \f(P,x)  = g eq \f(,x)  - eq \f(H,2) [ eq \f(3(hu),x2t)  + eq \f(3(hv),xyt) ] +  eq \f(H h,6) [ eq \f(3u,x2t)  + eq \f(¶3v,xy¶t) ] 
(2.62)

Efectuando idêntico raciocínio para a equação (2.37) as equações bidimensionais de conservação da quantidade de movimento, podem exprimir-se na sua forma conservativa:

eq \f(Hu,t)  + eq \f(¶Huu,¶x)  + eq \f(¶Huv,¶y)  = - g H eq \f(¶x,¶x)  + eq \f(H h,2) [ eq \f(¶3(hu),x2¶t)  + eq \f(3(hv),¶x¶y¶t) ] 


- eq \f(H h2,6) ( eq \f(¶3u,¶x2¶t)  + eq \f(¶3v,¶x¶y¶t) ) +  (eq \f(¶2Hu,¶x2) + eq \f(¶2Hu,¶y2) ) + eq \f(g \r(u2+v2),Ch2)  u
(2.63)

eq \f(Hv,t)  + eq \f(¶Huv,x)  + eq \f(¶Hvv,y)  = - g H eq \f(¶x,¶y)  + eq \f(H h,2) [ eq \f(3(hv),y2t)  + eq \f(3(hu),xyt) ] 


- eq \f(H h2,6) ( eq \f(3v,y2t)  + eq \f(3u,xyt) ) +  (eq \f(2Hv,x2) + eq \f(2Hv,y2) ) + eq \f(g \r(u2+v2),Ch2)  v
(2.64)

Desenvolvendo as derivadas do primeiro membro das equações podem escrever-se as equações de Boussinesq na forma não conservativa em que serão utilizadas no modelo numérico:

eq \f(¶x,¶t)  + eq \f(¶U,¶x)  + eq \f(¶V,¶y)  = 0
(2.65)

eq \f(¶u,¶t)  + u eq \f(¶u,¶x)  + v eq \f(¶u,¶y)  = - g eq \f(,x)  + eq \f(h,2) [ eq \f(¶3 (hu),¶x2¶t)  + eq \f(¶3 (hv),xyt) ] 


- eq \f(h2,6) ( eq \f(¶3u,¶x2¶t)  + eq \f(3v,¶x¶y¶t) ) + (eq \f(2u,x2) + eq \f(2u,¶y2) ) + eq \f(g \r(u2+v2),H Ch2)  u
(2.66)

eq \f(¶v,¶t)  + u eq \f(¶v,¶x)  + v eq \f(¶v,¶y)  = - g eq \f(,y)  + eq \f(h,2) [ eq \f(3 (hv),y2t)  + eq \f(3(hu),xyt) ] 


- eq \f(h2,6) ( eq \f(3v,y2t)  + eq \f(3u,xyt) ) + (eq \f(2v,x2) + eq \f(2v,y2) ) + eq \f(g \r(u2+v2),H Ch2)  v
(2.67)

O problema inicial, tridimensional, encontra-se assim reduzido a uma descrição bidimensional, com três equações (uma de continuidade e duas de conservação de quantidade de movimento) a três incógnitas (, u, v).

2.6. EQUAÇÕES DE SERRE

Serre (1953) derivou um conjunto de equações que sendo bastante semelhantes às de Boussinesq diferem destas por conservarem os termos convectivos da equação (2.38), e não desprezarem os produtos de derivadas no cálculo dos termos de pressão, assumindo a expressão (2.52) a forma:

eq \f(1,) P(z) = g (-z) + eq \f(-z,H)  eq \f(d,dt) (H wo + h w) + eq \f(2-z2,2 H)  eq \f(d Dw,dt)
(2.68)

Seguindo um raciocínio semelhante ao utilizado para a dedução das equações de Boussinesq, é então possível obter um outro conjunto de equações, que são normalmente conhecidas como as equações de Serre:

eq \f(¶x,¶t)  + eq \f(¶U,¶x)  + eq \f(¶V,¶y)  = 0
(2.69)

eq \f(¶Hu,¶t)  + eq \f(Huu,x)  + eq \f(¶Huv,y)  + eq \f(¶,¶x) [( eq \f(g+b,2) + eq \f(a,3) ) H2] = ( g +  + eq \f(a,2) ) H eq \f(h,x)  +


+ (eq \f(2Hu,¶x2) + eq \f(2Hu,y2)  + eq \f(¶2Hu,x¶y) ) + eq \f(g \r(u2+v2),Ch2)  u
(2.70)

eq \f(¶Hv,¶t)  + eq \f(Huv,x)  + eq \f(Hvv,¶y)  + eq \f(,¶y) [( eq \f(g+,2) + eq \f(a,3) ) H2] = ( g +  + eq \f(,2) ) H eq \f(h,y)  +


+ (eq \f(2Hv,x2) + eq \f(2Hv,y2)  + eq \f(2Hv,xy) ) + eq \f(g \r(u2+v2),Ch2)  v
(2.71)

sendo:


 = eq \f(d w,dt)  
= eq \f(d2H,dt2)

 = eq \f(dwo,dt)  
=  eq \f(d2h,dt2)
A resolução numérica destas equações apresenta alguns inconvenientes os quais estão essencialmente relacionados com as derivadas totais representadas pelos termos  e .

Hauguel (1979) apresenta uma técnica iterativa para resolução destas derivadas, mas a utilização deste sistema será sempre mais onerosa que a do sistema constituido pelas equações de Boussinesq.

De um estudo comparativo entre os sistemas de Serre e de Boussinesq efectuado por Abreu e Seabra-Santos (1989) pode concluir-se que a utilização das equações de Serre em detrimento das de Boussinesq só é justificável nos casos em que a aceleração vertical assume um papel preponderante (valores de >0.4-0.5), dado que a sua maior complexidade se reflecte negativamente nas necessidades de cálculo.

Ainda em relação a este tema, Abbott et al (1978) referem que as equações de Boussinesq têm uma larga gama de aplicações, conduzindo especialmente a boas aproximações para valores de h/L até 0.2 e para declividades até condições próximas das da zona de rebentação. Estes autores chamam ainda a atenção para o facto de, com a introdução de mecanismos de dissipação adequados, este tipo de modelos poder vir a ser utilizado para determinação das correntes induzidas pelas ondas directamente por filtragem da solução transiente.

Assim, nos casos em que a importância da aceleração vertical ainda não é muito significativa, as equações de Boussinesq, dada a sua menor complexidade em relação às de Serre, constituem o modelo mais eficiente. Por outro lado, as equações de Serre, apesar de mais completas que as de Boussinesq, apresentam alguns inconvenientes em termos de resolução numérica sobre os quais, mais à frente, se tecerão algumas considerações.
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