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tc "3.1. INTRODUÇÃO"\c 
3.1. INTRODUÇÃO
A simulação numérica da propagação de ondas devidas ao vento em águas pouco profundas incluindo os principais fenómenos a que estão sujeitas tais como a refracção, difracção e reflexão, tornou-se possível graças ao desenvolvimento verificado na potência de cálculo que veio permitir a resolução de equações para as quais até então não havia meios de solução adequados.

Os modelos numéricos que resolvem equações do tipo das de Boussinesq (incluem-se aqui as equações de Serre), permitem obter a solução transiente para qualquer tipo de ondas, regulares ou irregulares, propagando-se em batimetrias arbitrárias. Estes modelos representam actualmente uma das ferramentas mais poderosas no tratamento de problemas de propagação de ondas em águas pouco profundas.

Os primeiros modelos para resolução deste tipo de problemas foram inicialmente desenvolvidos para situações em que a pressão podia ser considerada hidrostática, nomeadamente para os escoamentos de maré. São exemplos deste tipo, entre outros, os modelos propostos por Leendertse (1967), Heaps (1969), Ronday (1976), Stelling (1983) e Neves (1985), os quais diferem essencialmente no algoritmo de resolução utilizado.

A necessidade de simular a propagação de ondas devidas ao vento em águas pouco profundas, em regiões onde a pressão já não pode ser considerada hidrostática, conduziu então ao aparecimento dos modelos do tipo de Boussinesq. Da mesma forma diferentes métodos para a resolução das equações foram propostos sendo exemplos significativos os trabalhos de Abbott et al (1973,78), Hauguel (1979), Schaper e Zielke (1984), Sánchez-Arcilla et al (1986), Neves e Silva (1987a,b, 1988a,b).

Apesar dos primeiros modelos deste tipo terem aparecido há cerca de duas décadas, a sua utilização generalizada só se tornou possível no decorrer dos últimos anos, dado que a potência de cálculo necessária à resolução da maioria dos problemas práticos era incompatível com os computadores então existentes. Por esta mesma razão a exploração da generalidade das suas potencialidades e a resolução de problemas inerentes aos próprios algoritmos também só nos últimos anos pôde ser abordada  em profundidade. Actualmente, como se verá no capítulo seguinte, já é possível tratar casos com dimensões da ordem das centenas de milhares de pontos de cálculo com recurso a tempos de cálculo aceitáveis.

Neste capítulo efectuar-se-á a descrição de um modelo numérico que resolve as equações de Boussinesq, dando-se especial relevo aos aspectos relacionados com o método numérico, nomeadamente à discretização espacial e temporal das equações e ao algoritmo de cálculo utilizado.

tc "3.2. MÉTODOS PARA A DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES "\c 
3.2. MÉTODOS PARA A DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES 
A utilização de computadores digitais para a resolução de equações diferenciais, implica o uso de métodos discretos nos quais as variáveis são calculadas num número finito de pontos do espaço e do tempo, mediante a transformação das equações diferenciais em equações algébricas.

Os métodos utilizados nesta operação são geralmente baseados em esquemas de elementos finitos ou diferenças finitas para a discretização de derivadas espaciais, enquanto que no caso de derivadas temporais se utilizam quase exclusivamente esquemas de diferenças finitas (Fletcher,1988). Nos últimos anos verificou-se ainda um incremento na utilização dos elementos de fronteira.

A discretização das equações às derivadas parciais para obtenção das equações às diferenças finitas representa o primeiro passo para a sua resolução numérica. Esta operação implica a escolha de uma malha espacial para definição da localização dos pontos de cálculo.

A utilização de uma malha descentrada, do tipo da representada na figura 3.1, onde o cálculo das velocidades e das elevações se efectua em pontos diferentes apresenta vantagens, entre as quais se salientam a maior facilidade na imposição das condições aos limites e a limitação do aparecimento de soluções fisicamente irrealistas para as elevações (Neves,1985).



figura 3.1 - malha descentrada

A malha espacial poderá ter passo constante ou variável. Esta última exige mais cálculos por ponto da malha mas pode ser vantajosa no tratamento de problemas de grandes dimensões. A discretização das equações pode seguir diversas técnicas, sendo de salientar o método de expansão em série de Taylor, a aproximação do volume de controlo, o desenvolvimento polinomial e o método integral (Roache, 1972).

No presente caso, a discretização do sistema de equações apresentado será feita com base na expansão em série de Taylor e na aproximação do volume de controlo, cuja descrição sucinta será efectuada nos pontos que se seguem.

tc "3.2.1. EXPANSÃO EM SÉRIE DE TAYLOR"\c 
3.2.1. EXPANSÃO EM SÉRIE DE TAYLOR
Considerando a malha representada na figura 3.1, o desenvolvimento de uma função f em série de Taylor em torno de um ponto i,j permite obter, na direcção i:

fi+1,j = fi,j + x eq \f(¶f,¶x) i,j + eq \f(1,2)  x2 eq \f(¶2f,¶x2) i,j  + .... + eq \f(1,n!)  xn eq \f(¶nf,¶xn) i,j 
(3.1)

fi-1,j = fi,j - x eq \f(¶f,¶x) i,j + eq \f(1,2)  x2 eq \f(¶2f,¶x2) i,j  - .... + eq \f(1,n!)  xn eq \f(¶nf,¶xn) i,j 
(3.2)

sendo x o passo espacial.

Considerando só os termos de 1ª ordem, as equações (3.1) e (3.2) podem ser escritas na forma,

fi+1,j = fi,j + x eq \f(¶f,¶x) i,j + O(x2)
(3.3)

fi-1,j = fi,j - x eq \f(¶f,¶x) i,j + O(x2)
(3.4)

a partir das quais podem ser escritas equações algébricas para discretização das primeiras derivadas com precisão de 1ª ordem:

eq \f(¶f,¶x) i,j =  eq \f(fi+1,j - fi,j,Dx)  + O(x)
(3.5)

eq \f(¶f,¶x) i,j =  eq \f(fi,j - fi-1,j,Dx)  + O(x)
(3.6)

Estas discretizações são descentradas sendo geralmente designadas por progressivas e regressivas respectivamente ("forward" e "backward" na literatura inglesa). A sua utilização está na base dos esquemas "upwind" que fazem uso de uma ou outra consoante o sinal da velocidade.

Subtraindo as equações (3.1) e (3.2) e truncando a equação obtida nos termos multiplicados por x3 obter-se-ia para a discretização da primeira derivada uma diferença centrada com precisão de 2ª ordem:

eq \f(¶f,¶x) i,j =  eq \f(fi+1,j - fi-1,j,2Dx)  + O(x2)
(3.7)

Um processo semelhante poderia ser seguido para as derivadas de ordem superior.

O mesmo tipo de raciocínio pode ser feito para as derivadas temporais, obtendo-se esquemas equivalentes no tempo, que estão na base, respectivamente, de esquemas implícitos, explícitos e semi-implícitos.

Quando o erro de truncatura se revela demasiado elevado é necessário aumentar o número de termos considerados na série, truncando-a numa ordem superior, podendo então obter-se esquemas do tipo (Neves e Silva, 1987a):

eq \f(¶f,¶x) i,j =  eq \f(fi+0.5,j - fi-0.5,j,Dx)  - eq \f(Dx2,24)  eq \f(¶3f,¶x3) i,j  + O(x4)
(3.8)

eq \f(¶f,¶t) i,j eq \d\ba13()t+t/2 =  eq \f(ft+Dt/2 - ft-Dt/2,Dt)  - eq \f(Dt2,24)  eq \f(¶3f,¶t3) i,j eq \d\ba12()t+t/2  + O(t4)
(3.9)

Neves e Silva, (1987a) apresentam ainda um esquema com precisão de quarta ordem no espaço e no tempo:

eq \f(¶f,¶x) i,j eq \d\ba12()t+t/2 =  eq \f((fi+0.5,j - fi-0.5,j)t+Dt + (fi+0.5,j - fi-0.5,j)t,2Dx)  


- eq \f(Dx2,24)  eq \f(¶3f,¶x3) i,j eq \d\ba12()t+t/2 - eq \f(Dt2,8)  eq \f(¶3f,¶t2¶x) i,j eq \d\ba12()t+t/2 + O(t4,x4)
(3.10)

tc "3.2.2. APROXIMAÇÃO DO VOLUME DE CONTROLO"\c 
3.2.2. APROXIMAÇÃO DO VOLUME DE CONTROLO
Apesar deste método poder ser apresentado na literatura de diversas maneiras, a ideia básica assenta na interpretação física dos fenómenos de transporte. O domínio de cálculo é dividido em vários volumes elementares por forma a que cada ponto da malha esteja envolvido por um volume de controlo. 

A discretização obtida por este processo exprime o princípio da conservação de uma propriedade  para um volume de controlo finito, da mesma forma que a equação diferencial o exprime para um volume de controlo infinitesimal. Desta forma, este método garante a conservação da propriedade transportada de um ponto de vista macroscópico (Roache, 1972).

Segundo Patankar (1980), a característica mais atraente da formulação do volume de controlo é a da solução implicar que a conservação de quantidades integrais, tais como a massa, momento e energia, seja satisfeita para cada volume de controlo, pelo que mesmo para malhas de maiores dimensões a solução apresenta balanços exactos.

tc "3.2.3. CRITÉRIOS A CONSIDERAR NA DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES"\c 
3.2.3. CRITÉRIOS A CONSIDERAR NA DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES
A discretização espacial e temporal dos diferentes termos de um sistema de equações diferenciais não tem de ser uniforme. O método utilizado em cada termo deve ser aquele que em princípio, com menor erro de truncatura, melhor represente a realidade física que lhe está associada. Por outro lado a qualidade dos resultados associada a uma determinada discretização está condicionada pela relação t/x utilizada, isto é, pelo número de Courant (u t/x).

Para além disto, o método numérico a utilizar deverá necessariamente ser convergente, consistente e estável. Estas propriedades podem ser definidas como (Roache, 1972):

i) Convergência: um esquema diz-se convergente se a solução numérica tender para a solução da equação diferencial à medida que os valores de x e de t tendem para zero.

ii) Consistência: uma equação de diferenças diz-se consistente com a equação diferencial se, quando x e t tendem para zero, ela se transforma na equação diferencial em todos os pontos do domínio.

iii) Estabilidade: um esquema considera-se estável se os erros introduzidos numa iteração não se amplificam com o decorrer do cálculo.

A discretização de uma equação diferencial introduz erros de truncatura que modificam a sua forma inicial. Os referidos erros podem ser determinados por expansão em série de Taylor de todos os termos envolvidos nas equações às diferenças finitas, reconstruindo a equação original com um termo de erro. O esquema será consistente se, com a diminuição de x e t, diminuir o erro de truncatura.

No que respeita à convergência, a sua verificação é em geral difícil, só sendo possível obter conclusões para casos muito simples. Para a grande maioria dos problemas a sua verificação é em geral conseguida com base no teorema de Lax, segundo o qual "para que um esquema seja convergente é condição necessária e suficiente que ele seja consistente e estável" (Roache, 1972).

Para verificação da estabilidade de um esquema numérico, o método mais vulgarmente utilizado baseia-se na análise de Von Neumann. Infelizmente o estabelecimento de condições necessárias e suficientes de estabilidade só é possível em casos de problemas com equações lineares e com coeficientes constantes (Fletcher, 1988). Uma vez que, na prática, é típico os problemas envolverem não linearidades, coeficientes variáveis e condições de fronteira complexas, o método só pode ser aplicado localmente e desprezando as não linearidades.

Na análise de Von Neumann os erros distribuidos ao longo dos pontos da malha, num determinado instante, são expandidos em série de Fourier. A estabilidade ou instabilidade do algoritmo é determinada verificando se nenhuma das componentes da distribuição dos erros se amplifica à medida que se caminha para o instante seguinte (Fletcher, 1988).

Assim, o desenvolvimento do erro inicial o pode ser expresso como uma série de Fourier de modo a que no ponto xj o erro tem a forma:

oeq \d\ba4()j = eq \d\ba7()m am e imj
(3.11)

sendo:  i = eq \r(-1)  e  m = Kmx

Cada componente da série de Fourier no instante nt será representada por:

nteq \d\ba13()j     = am eimt eij
(3.12)

e no instante (n+1) t por:

(n+1)teq \d\ba29()j           = nteq \d\ba13()j     eimt
(3.13)

representando o termo Gm = eimt o factor de amplificação da componente m.

Para que um esquema seja estável é necessário e suficiente que, para todas as componentes m, se tenha |Gm|  1.

Se bem que a análise de Von Neumann, ou outro critério de estabilidade, forneça uma informação de valor inegável, o facto é que a obtenção de soluções numéricas tem de passar essencialmente pela experimentação (Roache, 1972). No entanto, a utilidade deste tipo de análises não se fica pela previsão da estabilidade do método, permitindo ainda obter informações sobre os erros de fase da solução numérica, sendo a relação entre as velocidades de fase numérica e teórica dada por (Noye, 1981),

eq \f(Un,U) = - eq \f(y,q Cr)
(3.14)

onde:
Un - velocidade de fase numérica


U - velocidade de fase teórica


 - argumento de G

Para assegurar que os mecanismos físicos envolvidos nos processos de transporte não são violados há quatro regras que devem ser respeitadas (Patankar, 1980):

i) Deve garantir-se a consistência do cálculo entre as faces dos volumes de controlo adjacentes, por forma a assegurar que existe conservação da propriedade transportada.

ii) Os coeficientes das variáveis a tratar devem ser positivos, por forma a que a um incremento de uma propriedade num determinado ponto, corresponda igualmente um incremento nos pontos vizinhos.

iii) Se uma fonte de uma propriedade P for linear, do tipo S = Ss+Sp*P, deve verificar-se que Sp < 0.

iv) Deve verificar-se que o coeficiente que multiplica uma dada variável num dado ponto é igual à soma das contribuições desse ponto para os coeficientes dessa variável nos pontos vizinhos.

O respeito destas regras garante a conservação da propriedade transportada e impede o aparecimento de situações fisicamente impossíveis. Não garante no entanto que erros do tipo da difusão numérica não sejam elevados.

tc "3.2.4. EXEMPLO DE APLICAÇÃO. EQUAÇÃO DA CONVECÇÃO"\c 
3.2.4. EXEMPLO DE APLICAÇÃO. EQUAÇÃO DA CONVECÇÃO
Estando os termos convectivos entre aqueles que põem mais problemas à modelação numérica dos fenómenos que aqui se pretendem estudar, far-se-á nesta secção uma breve abordagem a alguns esquemas de discretização possíveis para a equação da convecção, a qual, por uma questão de simplicidade será escrita para o caso unidimensional:

eq \f(¶P,¶t) + u eq \f(¶P,¶x) = 0

Para cada um dos esquemas será determinado o factor de amplificação G, com base numa análise de Von Neumann, e serão apresentadas figuras que representam a relação entre o factor de amplificação e o número de pontos de cálculo por comprimento de onda (Np/L) em função do número de Courant (Cr).

Embora, tal como a prática o demonstra, seja difícil inferir a partir de uma análise deste tipo sobre qual o esquema mais adequado quando se trata de discretizar as equações completas, este exercício tem o mérito de permitir ganhar alguma sensibilidade em relação à influência, no comportamento das equações, do tipo de discretização utilizado.

Nesta perspectiva serão analisados esquemas baseados em diferenças centrais, diferenças "upwind" e um esquema misto de diferenças centrais e "upwind", para discretizações temporais explícitas, implícitas e semi-implícitas, apresentando-se de seguida, para cada caso, a forma discretizada da equação e o factor de amplificação G.

i) Esquemas explícitos

Diferenças Centrais:

Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t - eq \f(Cr,2) (Pi+1- Pi-1)t 

G = 1 - i Cr sin 

Diferenças "upwind":

Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t - Cr (Pi - Pi-1)t
G = 1 - Cr(1-cos ) - i Cr sin 
diferenças centrais + "upwind":

Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t - eq \f(Cr,4) (Pi+1- Pi-1)t - eq \f(Cr,2) (Pi - Pi-1)t 

G = 1 + eq \f(Cr,2) (cos  - 1) - i Cr sin 

ii) Esquemas implícitos

Diferenças Centrais:

Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t - eq \f(Cr,2) (Pi+1- Pi-1)t+t
G = eq \f(1 - Cr i sin q,1 + Cr2 sin2 q)
Diferenças "upwind":


Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t - Cr (Pi - Pi-1)t+t
G = eq \f(1,1 + [Cr(1-cos q) + i Cr sin q])
diferenças centrais + "upwind":


Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t  -  eq \f(Cr,4) (Pi+1 - Pi-1)t+t-  eq \f(Cr,2)  (Pi - Pi-1)t+t
G = eq \f(1,1 + i Cr sin q + Cr/2 (1-cos q))
iii) Esquemas semi-implícitos

Diferenças Centrais:

Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t   -  eq \f(Cr,4) [(Pi+1- Pi-1)t+t+ (Pi+1- Pi-1)t]
G = eq \f(1 - i Cr/2 sin q,1 + Cr2/4 sin2 q)
Diferenças "upwind":

Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t - eq \f(Cr,2) [(Pi - Pi-1)t+t+  (Pi - Pi-1)t]
G = eq \f(1 - Cr2/2 (1-cos q) - i Cr sin q,[1+Cr/2 (1-cos q)]2 + (Cr/2 sin q)2)
diferenças centrais + "upwind":

Pieq \d\ba4()t+t = Pieq \d\ba4()t - eq \f(Cr,8) [(Pi+1 - Pi-1)t+t+ (Pi+1- Pi-1)t]


- eq \f(Cr,4) [(Pi - Pi-1)t+t + (Pi - Pi-1)t]
G = eq \f(1 + Cr/4 (cos q - 1) - i Cr/2 sin q,1 + Cr/4 (1 - cos q) + i Cr/2 sin q)
tc "3.2.5. ANÁLISE COMPARATIVA"\c 
3.2.5. ANÁLISE COMPARATIVA
As figuras 3.2 a 3.10 representam o módulo dos factores de amplificação anteriormente determinados em função do número de pontos de cálculo por comprimento de onda e do número de Courant.

Para grandes valores de Np/L todos os métodos analisados possuem boas características de propagação, com excepção das diferenças centrais explícitas que são incondicionalmente instáveis (podendo no entanto demonstrar-se que se podem tornar estáveis através da adição de um termo difusivo que anule a difusão numérica negativa introduzida pela discretização) e do esquema misto explícito que é instável para números de Courant da ordem de um ou superiores.

Para valores de Np/L mais baixos, as diferenças centrais semi-implícitas possuem, aparentemente, as melhores características uma vez que não introduzem amortecimento. No entanto a ausência total de amortecimento põe problemas no tratamento de sistemas não lineares sendo necessário introduzir alguma viscosidade numérica para impedir a amplificação das ondas de comprimento 2x (Neves,1985).

O método misto (diferenças centrais/upwind) explícito apresenta boas características de propagação desde que se conserve o número de Courant inferior à unidade. Os esquemas implícito e semi-implícito apresentam um comportamento situado entre os métodos que lhe deram origem.

No entanto, não será demais repetir que este tipo de análise deve ser olhada com alguma ponderação. Por um lado os esquemas possíveis de discretização não se esgotam nos que foram aqui apresentados, e por outro lado a introdução dos termos convectivos em equações mais complexas, tal como se verá mais à frente, não permite extrapolar facilmente os resultados aqui obtidos, não sendo necessáriamente o método que isoladamente funciona melhor o mais indicado quando se trata de equações mais complexas. A título de exemplo pode apontar-se o caso da utilização de um esquema de diferenças centrais explícitas para a discretização da equação da convecção-difusão, o qual sendo incondicionalmente instável para a convecção deixa de o ser neste caso por acção das características do termo difusivo.




figura 3.2 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada



com base num esquema de diferenças centrais explícitas.




figura 3.3 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada



com base num esquema de diferenças “upwind” explícitas.



figura 3.4 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada com



base num esquema de diferenças centrais+”upwind” explícitas.




figura 3.5 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada



com base num esquema de diferenças centrais implícitas.




figura 3.6 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada



com base num esquema de diferenças “upwind” implícitas.



figura 3.7 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada com



base num esquema de diferenças centrais+”upwind” implícitas.




figura 3.8 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada



com base num esquema de diferenças centrais semi-implícitas.




figura 3.9 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada



com base num esquema de diferenças “upwind” semi-implícitas.



figura 3.10 -
Análise de estabilidade da equação da convecção discretizada com



base num esquema de diferenças centrais+”upwind” semi-implícitas.

tc "3.3. DISCRETIZAÇÃO TEMPORAL"\c 
3.3. DISCRETIZAÇÃO TEMPORAL
Com o desenvolvimento das potencialidades do cálculo automático, os modelos numéricos começaram a tornar-se uma realidade, tendo a complexidade dos problemas que era possível tratar vindo a aumentar à medida que os computadores se foram tornando mais potentes.

Em relação à resolução numérica das equações para águas pouco profundas, os primeiros modelos foram desenvolvidos para formas linearizadas das equações. Hansen (1956) usou um esquema centrado no tempo usualmente designado por "leap-frog" o qual só é estável para números de Courant inferiores à unidade, e Abbott (1963) propôs esquemas iterativos para resolução das equações não lineares.

A prática veio no entanto demonstrar que devido à necessidade de garantir números de Courant inferiores à unidade aliados a pequenos passos temporais que oneravam bastante os modelos, a utilização de esquemas explícitos poderia ser substituida com vantagem pela utilização de esquemas que resolvessem implícitamente as equações, alternadamente em cada direcção.

Estes métodos conhecidos vulgarmente por ADI ("Alternating Direction Implicit") foram introduzidos por Peaceman e Rachford (1955), e fazem uso de uma partição do passo temporal por forma a que em cada passo de cálculo o método apenas requere a inversão de uma matriz tridiagonal (Cunge e Wegner, 1964, Abbott e Ionescu, 1967, Leendertse, 1967).

No presente caso, a discretização temporal do sistema constituido pelas equações (2.65), (2.66) e (2.67) seguirá basicamente um esquema proposto por Abbott (1978) que resolve quatro equações. O método segue uma sequência tipo ADI, calculando implicitamente as variáveis alternadamente nas direcções X e Y: 

 equação a resolver
variável a calcular
instante de tempo


cons. de momento
u
t+t


cons. de massa

t+t/2


cons. de momento
v
t+t


cons. de massa

t+t

A discretização temporal das equações pode então ser apresentada na forma:

eq \f(ut+Dt - ut,D t)  + eq \f(Dt2,24)  eq \f(¶3u,¶t3)t+t/2+ u  eq \f(¶u,¶x)t+t+ v  eq \f(¶u,¶y) t+t = - g eq \f(¶x,¶x) t+t/2

+ eq \f(h,2 Dt) [ eq \f(¶2Hu,¶x2)t+t- eq \f(¶2Hu,¶x2)t ] +  eq \f(h,2 Dt) [ eq \f(¶2Hv,¶x¶y)t - eq \f(¶2Hv,¶x¶y)t-t ] 


- eq \f(h2,6 Dt) [ eq \f(¶2u,¶x2)t+t- eq \f(¶2u,¶x2)t ] -  eq \f(h2,6 Dt) [ eq \f(¶2v,¶x¶y)t - eq \f(¶2v,¶x¶y)t-t ] 
 
+  (eq \f(¶2u,¶x2))t+t/2+  (eq \f(¶2u,¶y2))t + eq \f(g \r(u2+v2),H Ch2)  ut+t
(3.15)

eq \f(xt+Dt/2 - xt,Dt/2) = - eq \f(¶U,¶x) eq \s\up12(t+Dt/2)+ eq \f(¶V,¶y) eq \s\up12(t)
(3.16)

eq \f(vt+Dt - vt,D t)  + eq \f(Dt2,24)  eq \f(¶3u,¶t3) t+t/2+ u  eq \f(¶v,¶x)eq \s\up12(t+aDt)+ v  eq \f(¶v,¶y) eq \s\up12(t+aDt) = - g eq \f(¶x,¶y) eq \s\up12(t+Dt/2) 


+ eq \f(h,2 Dt) [ eq \f(¶2Hv,¶y2) eq \s\up12(t+Dt)-  eq \f(¶2Hv,¶y2) eq \s\up12(t) ] +  eq \f(h,2 Dt) [ eq \f(¶2Hu,¶x¶y)eq \s\up12(t+Dt)- eq \f(¶2hu,¶x¶y) eq \s\up12(t) ] 


- eq \f(h2,6 Dt) [ eq \f(¶2v,¶y2) eq \s\up12(t+Dt)-  eq \f(¶2v,¶y2) eq \s\up12(t) ] -  eq \f(h2,6 Dt) [ eq \f(¶2u,¶x¶y)eq \s\up12(t+Dt)- eq \f(¶2u,¶x¶y) eq \s\up12(t) ] 


+  (eq \f(¶2v,¶y2))eq \s\up12(t+Dt/2)+  (eq \f(¶2v,¶x2))eq \s\up12(t) + eq \f(g \r(u2+v2),H Ch2)  vt+t
(3.17)

eq \f(xt+Dt - xt+Dt/2,Dt/2) = - eq \f(¶U,¶x) eq \s\up12(t+Dt/2)- eq \f(¶V,¶y) eq \s\up12(t+Dt)
(3.18)

Em relação a este esquema deve salientar-se o facto de se ter optado, para o termo de aceleração local, por efectuar a discretização com uma precisão de quarta ordem, de acordo com a expressão (3.9). Esta opção justifica-se pela importância relativa que este termo tem na globalidade da equação, e ainda por se ter verificado que, neste caso, a diminuição do erro de truncatura contribui para obtenção de resultados de melhor qualidade sobretudo nos casos de grandes amplitudes relativas.

Outra referência importante, em relação ao esquema anterior, é a de, por razões que serão discutidas mais à frente, a escolha do nível de tempo em que são calculados os termos convectivos constituir uma opção do utilizador. Assim, pode optar-se, de acordo com a natureza do problema, entre esquemas implícitos, semi-implícitos ou explicítos.

tc "3.4. DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL"\c 
3.4. DISCRETIZAÇÃO ESPACIAL
A discretização espacial utiliza a grelha representada na figura 3.1. As profundidades são definidas de acordo com o referencial da figura 2.1.

tc "3.4.1. EQUAÇÃO DE CONSERVAÇÃO DA MASSA"\c 
3.4.1. EQUAÇÃO DE CONSERVAÇÃO DA MASSA
A discretização espacial da equação de conservação da massa foi efectuada com base num esquema de diferenças centrais, com precisão de segunda ordem no espaço e no tempo. Assim, respectivamente para a resolução das equações (3.16) e (3.18), as equações de diferenças obtidas são:

eq \f(xt+Dt/2\d\ba31()i,j    - xt\d\ba4()i,j,Dt/2)  = - eq \f(1,2 Dx) (Ut+teq \d\ba19()i,j+1 - Ut+teq \d\ba19()i,j    + Uteq \d\ba3()i,j+1- Uteq \d\ba3()i,j) 


- eq \f(1,Dy) ( Vteq \d\ba3()i+1,j - Vteq \d\ba3()i,j )
(3.19)

eq \f(xt+Dt\d\ba20()i,j   - xt+Dt/2\d\ba31()i,j    ,Dt/2)  = - eq \f(1,2 Dx) (Ut+teq \d\ba17()i,j+1 - Ut+teq \d\ba17()i,j   + Uteq \d\ba3()i,j+1 - Uteq \d\ba3()i,j) 


- eq \f(1,Dy) ( Vt+teq \d\ba17()i+1,j - Vt+teq \d\ba17()i,j   )
(3.20)

tc "3.4.2. TERMOS CONVECTIVOS"\c 
3.4.2. TERMOS CONVECTIVOS
A discretização espacial dos termos convectivos foi feita com base num esquema misto de "upwind" e diferenças centrais que, como se verá mais à frente na discussão dos resultados, apresenta grandes vantagens sobre a utilização de esquemas só com "upwind" ou só com diferenças centrais.

i) diferenças centrais:

u eq \f(¶u,¶x) |i,jeq \d\ba9()t+t = ui,jeq \d\ba10()t   eq \f(a (ui,j+1 - ui,j-1)t+Dt + (1-a) (ui,j+1 - ui,j-1)t,2Dx)
(3.21)

v eq \f(¶u,¶y) |i,jeq \d\ba9()t  = vteq \d\ba3()ui,j eq \f(ut\d\ba3()i+1,j - ut\d\ba3()i-1,j,2Dy)
(3.22)

v eq \f(¶v,¶y) |i,jeq \d\ba9()t+t = vi,j  eq \f(a (ui+1,j - ui-1,j)t+Dt + (1-a) (ui+1,j - ui-1,j)t,2Dy)
(3.23)

u eq \f(¶v,¶x) |i,jeq \d\ba9()t   = uteq \d\ba3()vi,j  eq \f(vt\d\ba3()i,j+1 - vt\d\ba3()i,j-1,2Dx)
(3.24)

ii) diferenças "upwind"

u eq \f(¶u,¶x) |i,jeq \d\ba9()t+t  = eq \f(1,2Dx) { [-(ui,j-0.5 +|ui,j-0.5 |) ut+teq \d\ba17()i,j-1 + (ui,j+0.5 + |ui,j+0.5|


- ui,j-0.5 + |ui,j-0.5 |) ut+teq \d\ba17()i,j   + (ui,j+0.5 - |ui,j+0.5|) ut+teq \d\ba17()i,j+1]

- (1-) [-(ui,j-0.5 + |ui,j-0.5|) uteq \d\ba3()i,j-1 + (ui,j+0.5 + |ui,j+0.5| 


- ui,j-0.5 + |ui,j-0.5|) uteq \d\ba3()i,j  + (ui,j+0.5 - |ui,j+0.5|) uteq \d\ba3()i,j+1] } 
(3.25)

v eq \f(¶u,¶y) |i,jeq \d\ba9()t   =  eq \f(vt\d\ba3()ui,j,2Dy)  [-(uvi-0.5,j  + |uvi-0.5,j|) uteq \d\ba3()i-1,j + (uvi+0.5,j + |uvi+0.5,j| 


- uvi-0.5,j + |vi-0.5,j|) uteq \d\ba3()i,j + (uvi+0.5,j - |uvi+0.5,j|) uteq \d\ba3()i+1,j ] 
(3.26)

v eq \f(¶v,¶y) |i,jeq \d\ba9()t+t  = eq \f(1,2Dy)  { [-(vi-0.5,j + |vi-0.5,j|) vt+teq \d\ba17()i-1,j + (vi+0.5,j + |vi+0.5,j|


- vi-0.5,j + |vi-0.5,j|) vt+teq \d\ba17()i,j   + (vi+0.5,j - |vi+0.5,j|) vt+teq \d\ba17()i+1,j ] 


- (1-) [-(vi+0.5,j + |vi+0.5,j|) vteq \d\ba3()i-1,j + (vi+0.5,j + |vi+0.5,j|


- vi-0.5,j + |vi-0.5,j|) vteq \d\ba3()i,j  + (vi+0.5,j - |vi+0.5,j|) vteq \d\ba3()i+1,j] } 
(3.27)

u eq \f(¶v,¶x) |i,jeq \d\ba9()t   =   eq \f(ut\d\ba3()vi,j,2Dx)   [-(vui,j-0.5 + |vui,j-0.5|) vteq \d\ba3()i,j-1 + (vui,j+0.5 + |vui,j+0.5|


- vui,j-0.5 + |vui,j-0.5|) uteq \d\ba3()i,j + (vui,j+0.5 - |vui,j+0.5|) uteq \d\ba3()i,j-1] 
(3.28)

tc "3.4.3. TERMOS DE PRESSÃO"\c 
3.4.3. TERMOS DE PRESSO
A discretização dos termos de pressão foi efectuada com base num esquema com precisão de quarta ordem no espaço e no tempo de acordo com a expressão (3.10):

g eq \f(¶x,¶x) |t+t/2eq \d\ba30()ui,j      = eq \f(g,Dx) ( i,j - i,j-1)t+t/2 - eq \f(Dx2,24)  eq \f(¶3x,¶x3) i,j eq \d\ba12()t+t/2 


- eq \f(Dt2,8)  eq \f(¶3x,¶t2¶x) i,j eq \d\ba12()t+t/2 
(3.29)

Segundo Abbott et al (1978) pode assumir-se que as derivadas de ordem superior podem ser expressas em termos de relações de primeira ordem, mantendo ainda a precisão superior. Assim utilizando as equações de conservação da massa e de conservação de momento linearizadas,

eq \f(¶x,¶t)  = - eq \f(¶U,¶x)  -  eq \f(¶V,¶x)
(3.30)

eq \f(¶u,¶x)  = - g eq \f(¶x,¶x)
(3.31)

eq \f(¶v,¶y)  = - g eq \f(¶x,¶y)
(3.32)

os termos envolvendo derivadas de terceira ordem podem ser reescritos na forma:

- eq \f(Dx2,24)  eq \f(¶3x,¶x3)  = - eq \f(Dx2,24 g)  eq \f(¶3u,¶x2¶t)
(3.33)

eq \f(Dt2,8)  eq \f(¶3x,¶t2¶x)  = - eq \f(Dt2,8) ( eq \f(¶3U,¶x2¶t)  + eq \f(¶3V,¶x2¶t) )
(3.34)

Da mesma forma, o termo resultante da consideração de precisão de quarta ordem para a aceleração local, pode ser reescrito,

eq \f(Dt2,24)  eq \f(¶3u,¶t3)  =  eq \f(g Dt2,24) ( eq \f(¶3U,¶x2¶t)  + eq \f(¶3V,¶x2¶t) )
(3.35)

É assim possível agrupar todos os termos resultantes da consideração de ordem superior, obtendo-se uma expressão com a forma do termo de Boussinesq que poderá ser tratada em conjunto com este termo.

Uma vez resolvidos os termos de quarta ordem, o termo de pressão fica reduzido à expressão:

g eq \f(¶x,¶x) |t+t/2eq \d\ba30()ui,j     = eq \f(g,Dx)  ( i,j - i,j-1)t+t/2
(3.36)

Substituindo os valores de  pela equação de conservação da massa na sua forma de diferenças (3.19) obtém-se:

g eq \f(¶x,¶x) |t+t/2eq \d\ba30()ui,j     = eq \f(g,Dx)  (i,j - i,j-1)t 


+ eq \f(g Dt,4 Dx2)  [(Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t+t+ (Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t]


+ eq \f(g Dt,2 Dx Dy)  (Vi+1,j- Vi,j- Vi+1,j-1+ Vi,j-1)t
(3.37)

Efectuando idêntico raciocínio para o termo de /y, pode escrever-se:

g eq \f(¶x,¶y) |t+t/2eq \d\ba30()ui,j     = eq \f(g,2 Dy)  (t+t/2eq \d\ba30()i,j       - t+t/2eq \d\ba30()i-1,j   + teq \d\ba3()i,j - teq \d\ba3()i-1,j)


+ eq \f(g Dt,8 Dy2)  [(Vi+1,j- 2 Vi,j + Vi-1,j)t+t+ (Vi+1,j- 2 Vi,j + Vi-1,j)t]

+ eq \f(g Dt,8 Dy Dx)  [(Ui,j+1- Ui,j- Ui-1,j+1+ Ui-1,j)t+t


+ (Ui,j+1- Ui,j- Ui-1,j+1+ Ui-1,j)t]
(3.38)

tc "3.4.4. TERMOS DE BOUSSINESQ"\c 
3.4.4. TERMOS DE BOUSSINESQ
Tal como se viu na secção anterior, os termos resultantes da consideração de precisão de quarta ordem para a aceleração local e para a pressão, podem ser escritos na forma do termo de Boussinesq e, consequentemente, ser tratados conjuntamente com este termo o qual então assume a forma:

eq \f(1,Dt) [(eq \f(h,2)  - eq \f(Dt2,8) g + eq \f(Dt2,24)) (eq \f(¶2Ut+Dt,¶x2) - eq \f(¶2Ut,¶x2) ) - (eq \f(h2,6)  + eq \f(Dx2,24 g)) (eq \f(¶2ut+Dt,¶x2) - eq \f(¶2ut,¶x2))]

+ eq \f(1,Dt) [( eq \f(h,2)  - eq \f(Dt2,8) g + eq \f(Dt2,24) ) ( eq \f(¶2Vt,¶x¶y) - eq \f(¶2Vt-Dt,¶x¶y) ) - eq \f(h2,6) ( eq \f(¶2vt,¶x¶y)  - eq \f(¶2vt-Dt,¶x¶y) ) ]
(3.39)
eq \f(1,Dt) [(eq \f(h,2)  - eq \f(Dt2,8) g + eq \f(Dt2,24)) (eq \f(¶2Vt+Dt,¶y2) - eq \f(¶2Vt,¶y2)) - (eq \f(h2,6)  + eq \f(Dy2,24 g)) (eq \f(¶2vt+Dt,¶y2) - eq \f(¶2vt,¶y2))]

+ eq \f(1,Dt) [( eq \f(h,2)  - eq \f(Dt2,8) g + eq \f(Dt2,24) ) ( eq \f(¶2Ut+Dt,¶x¶y) - eq \f(¶2Ut,¶x¶y) ) - eq \f(h2,6) ( eq \f(¶2ut+Dt,¶x¶y) - eq \f(¶2ut,¶x¶y) ) ]
(3.40)

A discretização espacial destes termos conduz respectivamente às expressões:

eq \f(A,DtDx2) [(Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t+t- (Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t]


- eq \f(B,DtDx2) [(ui,j+1- 2ui,j+ ui,j-1)t+t- (ui,j+1- 2ui,j+ ui,j-1)t]


+ eq \f(A,DtDxDy) [(Vi+1,j- 2Vi,j+ Vi-1,j)t- (Vi+1,j- 2Vi,j + Vi-1,j)t-t]


- eq \f(h2,6DtDx2) [(vi+1,j- 2vi,j+ vi-1,j)t- (vi+1,j- 2vi,j+ vi-1,j)t-t]
(3.41)
eq \f(A,DtDy2) [(Vi+1,j- 2Vi,j+ Vi-1,j)t+t- (Vi+1,j- 2Vi,j+ Vi-1,j)t]


- eq \f(C,DtDy2) [(vi+1,j- 2ui,j+ ui-1,j)t+t- (vi+1,j- 2ui,j+ ui-1,j)t]


+ eq \f(A,DtDxDy) [(Ui,j+1-2Ui,j+Ui,j-1)t- (Ui,j+1-2Ui,j +Ui,j-1)t-t]


- eq \f(h2,6DtDy2) [(ui,j+1-2 ui,j+ui,j-1)t- (ui,j+1- 2ui,j+ ui,j-1)t-t]
(3.42)
sendo : 
A =  eq \f(h,2) - eq \f(Dt2,8) g + eq \f(Dt2,24) 


B =  eq \f(h2,6)  + eq \f(Dx2,24 g) 


C =  eq \f(h2,6)  + eq \f(Dy2,24 g) 

tc "3.4.5. TERMOS VISCOSOS"\c 
3.4.5. TERMOS VISCOSOS
A discretização dos termos viscosos foi feita com base num esquema de diferenças centrais:

eq \f(¶2u,¶x2) t+t/2 =  eq \f((ui,j-1 - 2 ui,j + ui,j+1)t+Dt+ (ui,j-1 - 2 ui,j + ui,j+1)t,2Dx2)
(3.43)

eq \f(¶2u,¶y2) t =   eq \f((ui-1,j - 2 ui,j + ui+1,j)t,Dy2)
(3.44)

eq \f(¶2v,¶y2) t+t/2 =   eq \f((vi-1,j - 2 vi,j + vi+1,j)t+Dt+ (vi-1,j - 2 vi,j + ui+1,j)t,2 Dy2)
(3.45)

eq \f(¶2v,¶x2) t =  eq \f((vi,j-1 - 2 vi,j + ui,j+1)t,Dx2)
(3.46)

tc "3.4.6. TERMOS DE ATRITO"\c 
3.4.6. TERMOS DE ATRITO
 eq \f(g \r((u2 +v2)),H Ch2)  u  =  eq \f(g \r((ui,j\d\ba10()2 +vi+0.5,j-0.5\d\ba44()2       )t),Hui,j Ch2)  ut+teq \d\ba19()i,j    
(3.47)
 eq \f(g \r((u2 +v2)),H Ch2)  v  =  eq \f(g \r((ui+0.5,j-0.5\d\ba44()2       +vi,j\d\ba8()2 )t),Hvi,j Ch2)  vt+teq \d\ba19()i,j    
(3.48)

tc "3.5. EQUAÇÕES ÀS DIFERENÇAS FINITAS"\c 
3.5. EQUAES S DIFERENAS FINITAS
A opção por um esquema numérico do tipo anteriormente apresentado, implica que as três equações diferenciais iniciais se transformem em quatro equações de diferenças sendo a equação de conservação da massa resolvida em dois instantes em cada passo espacial.

O método anterior permite empregar uma técnica de duplo varrimento segundo os eixos coordenados. Assim para resolver o esquema de diferenças finitas realiza-se em primeiro lugar um duplo varrimento segundo o eixo X resolvendo a equação da componente u da velocidade e a equação de conservação da massa.

Eliminando t+t/2 na equação da velocidade de ut+t obtém-se uma equação para esta variável que conduz a uma matriz tridiagonal de fácil resolução que envolve as velocidades no ponto i,j e nos pontos imediatamente anterior e posterior (i,j+1 e i,j-1) e os valores conhecidos de ut, vt e t. Os valores de t+t/2 são posteriormente obtidos tomando já em consideração os valores entretanto calculados de ut+t. Em seguida, de forma semelhante, efectua-se o varrimento segundo o eixo Y obtendo-se os valores de vt+t e de t+t.

De acordo com os esquemas de discretização dos diversos termos das equações atrás apresentados, as equações de diferenças para o cálculo das velocidades u e v, na forma em que foram utilizadas no modelo numérico, podem então escrever-se na sua forma completa:

i) cálculo de ut+t:

ii) 
[image: image1.wmf][

]

{

}

j

i,

t

1

-

j

i,

t

t

t

1

-

j

i,

t

t

t

j

i,

t

t

t

u

 

-

a 

 

x

 

4

1

 

      

          

 

 

x

 

4

 

)

u

 

-

 

(u

 

1)

-

(

 

 

)

u

 

-

 

(u

 

 

u

 

 

t

u

u

1

j

i,

1

j

i,

D

+

+

D

+

+

D

-

+

+

D

+

D

+

D

+

a

a


eq \f(ut+Dt - ut,D t)  + ui,jeq \d\ba10()t   eq \f(a (ui,j+1-ui,j-1)t+Dt+ (1-a) (ui,j+1-ui,j-1)t,4Dx)

+ eq \f(1,4Dx) { [-(ui,j-0.5 +|ui,j-0.5 |) ut+teq \d\ba19()i,j-1 + (ui,j+0.5 + |ui,j+0.5|


- ui,j-0.5 + |ui,j-0.5 |) ut+teq \d\ba19()i,j   + (ui,j+0.5 - |ui,j+0.5|) ut+teq \d\ba19()i,j+1]

- (1-) [-(ui,j-0.5 + |ui,j-0.5|) uteq \d\ba3()i,j-1 + (ui,j+0.5 + |ui,j+0.5| 


- ui,j-0.5 + |ui,j-0.5|) uteq \d\ba3()i,j  + (ui,j+0.5 - |ui,j+0.5|) uteq \d\ba3()i,j+1] }


+ vteq \d\ba3()ui,j eq \f(ut\d\ba3()i+1,j - ut\d\ba3()i-1,j,4Dy) + eq \f(vt\d\ba3()ui,j,4Dy)  [-(uvi-0.5,j  + |uvi-0.5,j|) uteq \d\ba3()i-1,j 


+ (uvi+0.5,j+ |uvi+0.5,j| - uvi-0.5,j + |uvi-0.5,j|) uteq \d\ba3()i,j 


+ (uvi+0.5,j - |uvi+0.5,j|) uteq \d\ba3()i+1,j ]

= eq \f(g,Dx)  (i,j - i,j-1)t +  eq \f(g Dt,4 Dx2)  [(Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t+t+ (Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t] 


+ eq \f(g Dt,2 Dx Dy)  (Vi+1,j - Vi,j - Vi+1,j-1 + Vi,j-1)t


+ eq \f(A,DtDx2) [(Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t+t- (Ui,j+1- 2Ui,j+ Ui,j-1)t]


- eq \f(B,DtDx2) [(ui,j+1- 2ui,j+ ui,j-1)t+t- (ui,j+1- 2ui,j+ ui,j-1)t]


+ eq \f(A,DtDxDy) [(Vi+1,j- 2Vi,j+ Vi-1,j)t- (Vi+1,j- 2Vi,j + Vi-1,j)t-t]


- eq \f(h2,6DtDx2) [(vi+1,j- 2vi,j+ vi-1,j)t- (vi+1,j- 2vi,j+ vi-1,j)t-t]



+  eq \f((ui,j-1 - 2 ui,j + ui,j+1)t+Dt+ (ui,j-1 - 2 ui,j + ui,j+1)t,2 Dx2)

+  eq \f((ui-1,j - 2 ui,j + ui+1,j)t,Dy2)  + eq \f(g \r((ui,j\d\ba10()2 +vi+0.5,j-0.5\d\ba44()2       )t),Hui,j Ch2)  ut+t
(3.49)

ii) cálculo de vt+t:

eq \f(vt+Dt - vt,D t)  + vi,j  eq \f(a (ui+1,j-ui-1,j)t+Dt + (1-a) (ui+1,j-ui-1,j)t,4Dy)

+ eq \f(1,4Dy)  { [-(vi-0.5,j + |vi-0.5,j|) vt+teq \d\ba17()i-1,j + (vi+0.5,j + |vi+0.5,j|


- vi-0.5,j + |vi-0.5,j|) vt+teq \d\ba17()i,j   + (vi+0.5,j - |vi+0.5,j|) vt+teq \d\ba17()i+1,j ] 


- (1-) [-(vi+0.5,j + |vi+0.5,j|) vteq \d\ba3()i-1,j + (vi+0.5,j + |vi+0.5,j|


- vi-0.5,j + |vi-0.5,j|) vteq \d\ba3()i,j  + (vi+0.5,j - |vi+0.5,j|) vteq \d\ba3()i+1,j] }


+ uteq \d\ba3()vi,jeq \f(vt\d\ba3()i,j+1 - vt\d\ba3()i,j-1,4Dx)  + eq \f(ut\d\ba3()vi,j,4Dx)  [-(vui,j-0.5 + |vui,j-0.5|) vteq \d\ba3()i,j-1

+ (vui,j+0.5 + |vui,j+0.5| - vui,j-0.5 + |vui,j-0.5|) uteq \d\ba3()i,j 


+ (vui,j+0.5 - |vui,j+0.5|) uteq \d\ba3()i,j-1] 


= eq \f(g,2 Dy)  (t+t/2eq \d\ba30()i,j       - t+t/2eq \d\ba30()i-1,j   + teq \d\ba3()i,j - teq \d\ba3()i-1,j) + eq \f(g Dt,8 Dy2)  [(Vi+1,j- 2 Vi,j + Vi-1,j)t+t 


+ (Vi+1,j- 2 Vi,j+ Vi-1,j)t] + eq \f(g Dt2,8 Dy Dx) [(Ui,j+1- Ui,j- Ui-1,j+1


+ Ui-1,j)t+t+ (Ui,j+1- Ui,j - Ui-1,j+1 + Ui-1,j)t]


+ eq \f(A,DtDy2) [(Vi+1,j- 2Vi,j+ Vi-1,j)t+t- (Vi+1,j- 2Vi,j+ Vi-1,j)t]


- eq \f(C,DtDy2) [(vi+1,j- 2ui,j+ ui-1,j)t+t- (vi+1,j- 2ui,j+ ui-1,j)t]


+ eq \f(A,DtDxDy) [(Ui,j+1-2Ui,j+Ui,j-1)t- (Ui,j+1-2Ui,j +Ui,j-1)t-t]


- eq \f(h2,6DtDy2) [(ui,j+1-2 ui,j+ui,j-1)t- (ui,j+1- 2ui,j+ ui,j-1)t-t]



  eq \f((vi-1,j - 2 vi,j + vi+1,j)t+Dt+ (vi-1,j - 2 vi,j + ui+1,j)t,2 Dy2)

 eq \f((vi,j-1 - 2 vi,j + ui,j+1)t,Dx2) + eq \f(g\r((ui-0.5,j+0.5\d\ba45()2       +vi,j\d\ba8()2 )t),Hvi,j Ch2)  vt+teq \d\ba19()i,j    
(3.50)

Uma análise das equações anteriores permite verificar que os diversos termos se podem agrupar numa expressão com a forma:

An t+teq \d\ba19()n-1  + Bn  t+teq \d\ba19()n   + Cn  t+teq \d\ba19()n+1 = TIn
(3.51)

a qual dá origem à matriz tridiagonal referida representada na figura 3.11.



figura 3.11 - Forma geral da matriz a resolver

A resolução de uma matriz com estas características pode ser efectuada de uma forma eficiente por intermédio do algoritmo de Thomas (Fletcher,1988). Esta técnica, que na realidade representa um caso especial de eliminação de Gauss (Richmeyer e Morton, 1967), tem a vantagem de fazer diminuir os erros associados à substituição regressiva desta última.

A resolução das equações anteriores faz, neste caso, introduzir duas variáveis independentes En e Fn tais que (Abbott, 1979),

t+teq \d\ba19()n     = En-1 t+teq \d\ba19()n-1   + Fn-1
(3.52)

assumindo-se assim existir uma relação linear entre t+teq \d\ba19()n     e t+teq \d\ba19()n-1.

A determinação dos valores de t+teq \d\ba19()n    fica então resumida ao cálculo de E e F, os quais podem ser relacionados com os restantes coeficientes através das equações seguintes:

En-1 = eq \f(-Cn,An En + Bn)
(3.53)

Fn-1 =  eq \f(Dn - An Fn,An En + Bn)
(3.54)

tc "3.6. CONDIÇÕES DE FRONTEIRA"\c 
3.6. CONDIES DE FRONTEIRA
A aplicação das equações apresentadas no ponto anterior ao estudo de escoamentos, só é possível após a definição das condições nos limites do domínio a tratar.

A imposição de condições correctas é de fundamental importância para a obtenção de soluções realistas. Na resolução de problemas na natureza uma boa parte das dificuldades que se põem está directamente relacionada com o tratamento das fronteiras, uma vez que nas fronteiras abertas não é conhecida a solução mas somente a onda incidente.

As condições a impôr devem, por um lado dar lugar a um problema bem formulado ("well posed problem" na literatura inglesa), e por outro lado, no caso de fronteiras abertas, devem permitir a saída de perturbações e/ou reflexões geradas no interior do domínio. Uma vez que na natureza tais fronteiras são fictícias, a sua simulação no modelo numérico deverá ser feita de forma a que o escoamento nessa zona se comporte como se o domínio fosse infinito.

No caso das fronteiras com terra, podem considerar-se as situações de reflexão total ou parcial. O primeiro caso é simulado através de uma condição de impermeabilidade, o que equivale a impôr velocidade normal à parede nula. O segundo caso, será tratado de forma semelhante à das fronteiras abertas, considerando-se que a fronteira absorve uma parte da energia. Esta situação necessitará sempre de uma calibração caso a caso para definição dos coeficientes de absorção a utilizar, apresentando especial interesse sobretudo no estudo de bacias artificiais onde os molhes de protecção apresentam quase sempre porosidades elevadas que absorvem uma parte significativa da energia incidente.

tc "3.6.1. FRONTEIRAS ABERTAS. CONDIÇÃO DE RADIAÇÃO"\c 
3.6.1. FRONTEIRAS ABERTAS. CONDIO DE RADIAO
A simulação das fronteiras abertas baseia-se no conceito de que, para um dado ponto, o escoamento pode ser representado pela sobreposição de uma componente que está a entrar e outra que está a sair (Butler e Sheng, 1984).

Sanchez-Arcilla et al (1986) utilizam uma condição de fronteira baseada neste mesmo conceito, considerando que, num ponto de fronteira, o fluxo é igual à soma de um fluxo que entra mais um fluxo que sai, a qual se pode escrever como:

Ufeq \d\ba11()  = C e ueeq \d\ba11()  + C s useq \d\ba11() 
(3.55)

em que ueeq \d\ba11()  e useq \d\ba11() representam, respectivamente, os vectores unitários da direcção de propagação das ondas que entram e que saem, e e e s os valores da elevação da superfície livre para as mesmas ondas, devendo verificar-se que o valor total da elevação nesse ponto é dada por  = e + s. Considerando,

Ufeq \d\ba11()  = (U,V)

ueeq \d\ba11()  = (cos e , sin e)

useq \d\ba11()  = (cos s , sin s)

podem escrever-se as equações para cada fronteira de um domínio bidimensional, como sendo,

U = C e cos e + C s cos s
(3.56)

V = C e sin e + C s sin s
(3.57)

Os valores de e e e da onda que está a entrar no domínio são prescritos pelo utilizador, resultando como incógnitas os valores de U, V, , s e s. Utilizando as equações de conservação da massa e de momento linearizadas, o que é consistente com a hipótese de sobreposição anteriormente formulada, obtêm-se mais três equações, as quais podem ser escritas na forma,

eq \f(¶x,¶t)  + eq \f(¶U,¶x)  + eq \f(¶V,¶y)  = 0
(3.58)

eq \f(¶u,¶t)  = - g eq \f(¶x,¶x) 
(3.59)

eq \f(¶v,¶t)  = - g eq \f(¶x,¶y) 
(3.60)

O ângulo de saída s pode ser relacionado com as restantes variáveis pela equação (Sánchez-Arcilla et al, 1986):

s = atan (eq \f(V - C xe sin qe, U - C xe cos qe))
(3.61)

Obtém-se assim cinco equações a cinco incógnitas, que permitem a resolução da condição de radiação de forma implícita com grandes vantagens em termos de estabilidade, e que apresentam como único constrangimento o facto de resolverem o problema como linear na fronteira sendo ele não linear no resto do domínio. Verificou-se, no entanto, que os erros introduzidos por esta simplificação são em geral desprezáveis.

Considerando, por exemplo, uma fronteira perpendicular a X, localizada na coluna j, do tipo da representada na figura 3.12,



figura 3.12  - fronteira perpendicular ao eixo X

a equação (3.56) pode ser escrita na forma,

eq \f(1,2) (Ui,jeq \d\ba12()t+t+ Ui,jeq \d\ba12()t   ) = C eeq \d\ba7()t+t/2 cos e + C (ui,j - e)t+t/2 cos s
(3.62)

sendo ui,j definido como:

ui,j = eq \f(xi,j-1 + xi,j,2)
(3.63)

É assim possível escrever uma equação que relaciona o ponto i,j-1, fora do domínio de cálculo, com variáveis calculadas no seu interior:

i,j-1eq \d\ba19()t+t/2 = eq \f(Ui,j\d\ba12()t+Dt+ Ut\d\ba4()i,j,C cos qs)  - eq \f(C xe\d\ba7()t+Dt/2 (cos qe - cos qs),cos qs) - 2 i,jeq \d\ba9()t+t/2 
(3.64)

O valor i,j de pode ser obtido a partir da equação de conservação da massa:

i,jeq \d\ba9()t+t/2= i,jeq \d\ba9()t   - eq \f(Dt,4 Dx) (Ut+teq \d\ba19()i,j+1 - Ut+teq \d\ba19()i,j      + Uteq \d\ba4()i,j+1 - Uteq \d\ba4()i,j) - eq \f(Dt,2 Dy) (Vteq \d\ba4()i+1,j - Vteq \d\ba4()i,j)
(3.65)

Considerando a forma discretizada da equação (3.59),

ui,jeq \d\ba12()t+t = uteq \d\ba4()i,j - eq \f(g Dt,Dx)  (i,jeq \d\ba11()t+t/2- i,j-1eq \d\ba22()t+t/2)
(3.66)

e substituindo os valores de i,jeq \d\ba11()t+t/2 e i,j-1eq \d\ba22()t+t/2 pelas respectivas equações, é possível obter uma equação para ui,jeq \d\ba12()t+t, numa forma semelhante à que descreve o interior do domínio :

ui,jeq \d\ba10()t+t= uteq \d\ba4()i,j - eq \f(g Dt,Dx)  [ 2 i,jeq \d\ba10()t    -  eq \f(Dt,2 Dx) (Ut+teq \d\ba20()i,j+1 - Ut+teq \d\ba20()i,j      + Uteq \d\ba4()i,j+1- Uteq \d\ba4()i,j )

-  eq \f(Ut+Dt\d\ba20()i,j  - Ut\d\ba4()i,j,C cos qs)  + eq \f(2 C xe\d\ba5()t+Dt/2(cos qe - cos qs),cos qs) 


- eq \f(Dt,Dy)  (Vteq \d\ba4()i+1,j - Vteq \d\ba4()i,j)]
(3.67)

Efectuando o mesmo tipo de raciocínio para as restantes fronteiras podem obter-se equações semelhantes que permitem exprimir o fluxo na fronteira em função do fluxo que entra e de variáveis calculadas no interior do domínio. Assim, ainda no caso de uma fronteira perpendicular ao eixo X, mas no lado oposto do domínio, numa situação do tipo representado na figura 3.13,



figura 3.13  - fronteira perpendicular ao eixo X

a equação (3.67) fica na forma,

ui,jeq \d\ba10()t+t= uteq \d\ba4()i,j - eq \f(g Dt,Dx)  [ 2 i,j-1eq \d\ba20()t      - eq \f(Dt,2 Dx) (Ut+teq \d\ba20()i,j    - Ut+teq \d\ba20()i,j-1 + Uteq \d\ba4()i,j - Uteq \d\ba4()i,j-1)  


-  eq \f(Ut+Dt\d\ba20()i,j  - Ut\d\ba4()i,j,C cos qs) + eq \f(2 C xe\d\ba5()t+Dt/2(cos qe - cos qs),cos qs) 


- eq \f(Dt,Dy)  (Vteq \d\ba4()i+1,j-1- Vteq \d\ba4()i,j-1)]
(3.68)

Seguindo raciocínio semelhante, é possível obter as equações para as fronteiras perpendiculares ao eixo Y (figura 3.14).



figura 3.14  - fronteiras perpendiculares ao eixo Y

Assim, as equações que descrevem o escoamento nas fronteiras A e B podem ser escritas, respectivamente, na forma:

vi,jeq \d\ba10()t+t= vteq \d\ba4()i,j - eq \f(g Dt,Dy)  [ 2 i,jeq \d\ba10()t   - eq \f(Dt,2 Dy) (Vt+teq \d\ba20()i+1,j - Vt+teq \d\ba19()i,j    + Vteq \d\ba4()i+1,j - Vteq \d\ba4()i,j)

-  eq \f(Vt+Dt\d\ba20()i,j  - Vt\d\ba4()i,j,C sin qs) + eq \f(2 C xe\d\ba5()t+Dt/2(sin qe - sin qs),sin qs) 


-  eq \f(Dt,2 Dx)  (Ut+teq \d\ba20()i,j+1- Ut+teq \d\ba20()i,j    + Uteq \d\ba4()i,j+1- Uteq \d\ba4()i,j)]
(3.69)

vi,jeq \d\ba10()t+t= vteq \d\ba4()i,j - eq \f(g Dt,Dy)  [ 2 i-1,jeq \d\ba20()t       - eq \f(Dt,2 Dy) (Vt+teq \d\ba20()i,j     - Vt+teq \d\ba20()i-1,j + Vteq \d\ba4()i,j - Vteq \d\ba4()i-1,j)

-  eq \f(Vt+Dt\d\ba20()i,j  - Vt\d\ba4()i,j,C sin qs)  + eq \f(2 C xe\d\ba7()t+Dt/2(sin qe - sin qs),sin qs) 


-  eq \f(Dt,2 Dx)  (Ut+teq \d\ba20()i-1,j+1- Ut+teq \d\ba20()i-1,j + Uteq \d\ba4()i-1,j+1- Uteq \d\ba4()i-1,j)]
(3.70)

No caso da fronteira absorver somente uma parte da energia incidente, as condições a impôr são semelhantes às anteriores, assumindo, neste caso, as equações (3.56) e (3.57) uma forma do tipo,

U = C e cos e + r C s cos s
(3.71)

V = C e sin e + r C s sin s
(3.72)

sendo r o parâmetro que tem em conta a reflexão de energia na fronteira.

Se r = 0 o problema reduz-se ao caso de reflexão total, enquanto que  r = 1 representa a situação de absorção total. Para os restantes casos (0 < r < 1) a fronteira reflecte uma parcela do escoamento, a qual não é exactamente igual ao valor de r devido à existência de efeitos não lineares observados na parede associados à onda reflectida.

Hauguel (1979) refere que o coeficiente de reflexão efectivo re depende da onda incidente e, muito provavelmente, da sua declividade, apresentando um quadro com a relação obtida entre os valores de r e re para uma onda solitária com 2 metros de amplitude propagando-se num fundo plano de 8 metros. Um estudo semelhante efectuado com o presente modelo para uma onda nas mesmas condições revelou valores semelhantes aos obtidos por Hauguel como se pode observar no quadro 3.1.


r
1.00 
0.95 
0.90 
0.80
0.70 
0.60 
0.50 
0.40 
0.30 
0.15 
0.00

Hauguel
1.00
0.87
0.79
0.64
0.52
0.39
0.29
0.22
0.16
0.09
0.02


Modelo
1.00
0.89
0.82
0.66
0.54
0.40
0.30
0.22
0.14
0.08
0.00

QUADRO 3.1 - Comparação dos valores do coeficiente de reflexão efectivo obtidos por

 
Hauguel e com o presente modelo
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