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1.1. INTRODUÇÃO

Grande parte dos escoamentos existentes no meio marinho são do tipo ondulatório, podendo apresentar características muito diversas. São particularmente importantes as ondas devidas ao vento, as oscilações de grande período em bacias portuárias, as ondas de maré e os tsunamis. Desta diversidade resulta que, do ponto de vista matemático, não existe uma metodologia geral adequada à resolução de todos os problemas que se podem pôr neste domínio.

A importância relativa de cada um dos efeitos envolvidos é bastante variável de caso para caso, pelo que um modelo geral capaz de simular os diferentes tipos de escoamento teria de passar pela resolução integral das equações de Navier-Stokes, o que não é possível com os meios de cálculo actuais. Deste modo, as aproximações matemáticas para o estudo da geração e propagação das ondas são tão variadas quanto os seus aspectos físicos, apresentando problemas de difícil resolução aos quais não é alheio o facto de uma das fronteiras, a superfície livre, representar uma das incógnitas do problema.

Em consequência desta complexidade, foram surgindo ao longo dos anos diferentes teorias tendo como objectivo a descrição matemática do escoamento associado à propagação das ondas de superfície, as quais conduziram a diferentes aproximações para descrever os respectivos fenómenos. Entre estas teorias merecem referência especial a teoria da onda "trochoidal" (Gerstner,1802, Gaillard,1904), a teoria de Airy (Airy,1845), a teoria de Stokes (Stokes,1847), a teoria da onda solitária (Boussinesq,1872, McCowan,1891, Grimshaw,1971, Fenton,1972), a teoria da onda cnoidal (Kortweg e DeVries,1895, Keulegan e Patterson,1940, Laitone,1960, Chappelear,1962), a teoria das funções de corrente (Dean,1965, Dalrymple,1973, Chaplin,1980, Rienecker e Fenton,1981) e a teoria da onda vocoidal (Swart e Loubser,1979a,b). O incremento da capacidade dos computadores que se verificou sobretudo nas últimas duas décadas veio ainda permitir a obtenção de soluções de ordem superior com recurso intensivo ao cálculo numérico de que são exemplo os trabalhos de Schwartz (1974) e Cokelet (1977).

Na base de cada uma destas teorias estão hipóteses simplificativas que, de acordo com os problemas que se pretendem resolver, tornam a sua abordagem viável com as ferramentas actualmente disponíveis. Como consequência da introdução destas simplificações, resulta a necessidade do estabelecimento dos limites de validade de cada teoria que permitam, em cada caso, ter uma noção dos erros associados à respectiva aplicação. Apesar do grande número de teorias disponíveis a complexidade dos fenómenos associados à geração e propagação de ondas irregulares em batimetrias arbitrárias é tão elevada que a sua perfeita compreensão exigirá ainda muito trabalho, não sendo pois tarefa fácil efectuar uma estimativa dos erros envolvidos.

Neste capítulo far-se-á uma abordagem das teorias da onda mais frequentemente utilizadas e a caracterização da validade dos respectivos domínios de aplicação, fazendo-se uma referência especial à teoria das ondas longas a qual será utilizada no decorrer do presente trabalho.
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1.2. CLASSIFICAÇÃO MATEMÁTICA DAS TEORIAS DA ONDA
Os problemas relacionados com as ondas de superfície envolvem em geral três incógnitas: a elevação da superfície livre , a pressão P e a velocidade eq \o(v,®). Uma vez que, como já se referiu, não existe um método geral para obtenção da solução, é necessário considerar algumas simplificações que condicionam os domínios de validade das teorias.

Em geral, o tipo de simplificações introduzidas está relacionado com a importância relativa dos termos convectivos e de aceleração local (LeMéhauté,1976). A importância relativa destes termos depende da amplitude da onda (A), do seu comprimento (L) e da profundidade (h).

Em virtude da dificuldade de retirar conclusões gerais a partir da consideração isolada destes termos, podem definir-se quocientes característicos que permitam uma caracterização de algumas particularidades dos escoamentos. Usualmente estes quocientes são definidos como:

 = A/L 

 = A/h

 = h/L

Os parâmetros  e 2 contabilizam, respectivamente, os efeitos de não-linearidade e de dispersão. Em águas profundas ( pequenos valores de  e grandes valores de  ) o parâmetro mais significativo é , que quantifica a declividade da onda. Já em águas pouco profundas o parâmetro mais significativo é , o qual é designado por amplitude relativa.

A relevância  e significado físico destes parâmetros foi discutida por Benjamin e Lighthill (1954), mas foi Stokes (1880) que primeiro reconheceu a sua importância bem como a importância do quociente Ur = /2. Mais recentemente a relevância deste quociente foi posta em evidência por Ursell (1953) e passou a ser conhecido por parâmetro de Ursell (McCowan e Blackman, 1988).

Embora a sua utilização possa encontrar algumas dificuldades como no caso dos "bores" e dos "tsunamis" em que não é clara a interpretação do comprimento de onda (LeMéhauté, 1976), e de nem sempre ser suficiente para avaliar o peso dos efeitos não lineares, o parâmetro de Ursell constitui de qualquer forma um guia bastante prático e útil quando se trata de determinar o limite de validade de uma determinada teoria.

No caso da propagação de ondas longas, a altura relativa A/h constitui o parâmetro mais significativo para estimar a importância dos efeitos da não linearidade, podendo demonstrar-se que a relação entre os termos de inércia e os termos relativos à aceleração local é da ordem de A/2h.

Dependendo dos problemas a tratar e dos valores dos parâmetros anteriormente definidos assim se pode optar pelas diferentes aproximações matemáticas. Os casos mais simples correspondem às teorias lineares nas quais os termos não lineares são desprezados ou simplificados. Estas teorias são válidas para valores pequenos de  e  e grandes valores de , ou seja para ondas onde a profundidade não desempenha um papel relevante na propagação. Em regiões costeiras isto implica que a amplitude seja pequena pelo que são conhecidas por teorias da onda de pequena amplitude (LeMéhauté, 1976).

As soluções também podem ser obtidas como uma série de potências em termos de um parâmetro pequeno quando comparado com os restantes, sendo geralmente usados  para águas profundas e  para águas pouco profundas. Para pequenos valores de  e de , quando os termos não lineares assumem importância, são usados, em geral, métodos numéricos por constituirem a abordagem possível perante a complexidade dos fenómenos a descrever. A descrição dos estados complexos de agitação irregular de ondas devidas ao vento são ainda, usualmente, objecto de métodos estatísticos.

As teorias resultantes das aproximações anteriores são tradicionalmente agrupadas em duas grandes famílias: as teorias das ondas de pequena amplitude e as teorias das ondas longas.
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1.3. TEORIAS DAS ONDAS DE PEQUENA AMPLITUDE
As teorias das ondas de pequena amplitude são essencialmente teorias lineares que englobam as primeiras categorias de séries de potências e as teorias das ondas de amplitude infinitesimal, derivando a designação de pequena amplitude precisamente do facto das equações serem exactas quando a amplitude do movimento tende para zero.

Estas teorias admitem que a condição não linear de fronteira na superfície livre pode ser aproximada, usando o teorema de Taylor, por uma condição equivalente aplicada ao nível médio da água. Esta condição, apesar de só ser razoável para valores de A/L << 1, permite grandes simplificações do problema uma vez que a superfície livre, que à partida representaria uma das incógnitas, passa a ser uma fronteira conhecida.

Apesar de na natureza as ondas se propagarem num fluido viscoso e em batimetrias irregulares, o facto é que na maioria dos casos o escoamento pode ser considerado como sendo irrotacional, uma vez que os efeitos viscosos se encontram geralmente localizados em finas camadas junto da superfície e do fundo (Dean e Dalrymple, 1984). Uma vez que para além disto a água pode ainda ser considerada, dentro de limites razoáveis, como incompressível, a solução do problema poderá passar pela determinação de um potencial de velocidades, o qual deverá verificar a equação de Laplace:

2 = 0
(1.1)

sujeita à condição de fronteira no fundo,
w = -ui eq \f(¶ h,¶ xi)
(z = -h)
(1.2)

e às condições de fronteira cinemática e dinâmica na superfície livre,

w = eq \f(¶ x,¶ t) + ui eq \f(¶ x,¶ xi)
(z = )
(1.3)

eq \f(¶ f,¶ t) + eq \f(1,2)  {(eq \f(¶ f,¶ z))2+ (eq \f(¶ f, ¶ xi))2} + eq \f(P,r) + g  = 0
(z = )
(1.4)

No caso das teorias lineares as equações (1.3) e (1.4) reduzem-se a,

w = eq \f(¶ x,¶ t) 
(z = 0)
(1.5)

eq \f(¶ f,¶ t) + g  = 0
(z = 0)
(1.6)

Eliminando  das duas equações anteriores obtém-se uma equação de fronteira somente em termos de ,

eq \f(¶ f,¶ z) = - eq \f(1,g) eq \f(¶ 2f,¶ t2)
(z = 0)
(1.7)

podendo assim  ser determinado a partir da forma linearizada das equações (1.1), (1.2) e (1.7). Em águas de profundidade constante as ondas progressivas propagam-se sem deformação e os perfis da superfície livre e das velocidades das partículas são sinusoidais, obtendo-se então a solução linear de Airy.
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1.4. TEORIAS DAS ONDAS DE AMPLITUDE FINITA
Quando se deslocam para águas pouco profundas as ondas deixam de ser sinusoidais e as cristas tendem a ficar maiores que as cavas, deixando de ser aplicáveis as teorias lineares. No caso das ondas periódicas, a teoria das ondas de pequena amplitude pode ser refinada por forma a ter em consideração os efeitos dos termos de inércia (LeMéhauté, 1976).

Assim assumindo por exemplo que a solução pode ser obtida em termos de uma série de potências de A/L, a função potencial assume a forma:
(x,z,t) = eq \f(A,L) 1 + (eq \f(A,L))2 2 + (eq \f(A,L))3 3 + ... + (eq \f(A,L))n n
(1.8)

Se se considerar somente o primeiro termo da série obtém-se a solução correspondente à teoria linear das ondas de pequena amplitude. A consideração de termos de ordem superior permite incluir os efeitos dos termos não lineares, mas tem como consequência que a obtenção de uma solução puramente analítica deixa de ser possível podendo apenas obter-se soluções aproximadas (LeMéhauté, 1976).

As teorias de Stokes de ordem superior e cnoidal representam duas dessas aproximações, assumindo-se na primeira que a série pode ser expressa em termos de A/L, enquanto que na teoria cnoidal o parâmetro a ter em consideração é (h/L)2.

A teoria cnoidal teve a sua origem nos trabalhos de Kortweg e DeVries (1895), os quais derivaram e resolveram uma equação de primeira ordem tendo em consideração os efeitos da não linearidade e da dispersão, que tem como solução a onda cnoidal. Soluções de ordem superior foram posteriormente obtidas por Laitone (1960), o qual apresentou uma solução de segunda ordem, e por Chappelear (1962) que propôs uma solução de terceira ordem.

Cerca de meio século antes de Kortweg e DeVries terem derivado as equações relativas à teoria cnoidal, em 1847, G. G. Stokes havia apresentado a teoria que ficaria conhecida pelo nome do autor. Stokes derivou uma solução de segunda ordem para batimetrias arbitrárias e a solução de terceira ordem para águas profundas, coincidindo a solução de primeira ordem com a teoria linear das ondas de pequena amplitude de Airy (Horikawa, 1988). Soluções de ordem superior foram posteriormente obtidas por Borgman e Chappelear (1958) (terceira ordem) e por Skjelbreia e Hendrickson (1961) (quinta ordem) mas já apresentam um grau de complexidade elevado, que só pôde ser ultrapassado com o desenvolvimento dos meios informáticos, em que a obtenção de teorias de ordem superior, até qualquer ordem, pode ser obtida com o auxílio de um computador.

A primeira destas teorias foi apresentada por Chappelear (1961) e envolvia o método da velocidade potencial. Posteriormente Dean (1965) fazendo uso do conceito de linha de corrente desenvolveu a teoria das linhas de corrente, e Cockelet (1977) na sequência do trabalho de Schwartz (1974) propôs um método que permite um cálculo bastante preciso das características das ondas. Destes trabalhos, a teoria das linhas de corrente foi a que teve um maior incremento durante os últimos anos. Tal como nas teorias da onda de pequena amplitude o escoamento é assumido como sendo bidimensional, irrotacional, incompressível e periódico em x e t (Sleath, 1984). Consequentemente a função de corrente  de ordem N satisfaz a condição de Laplace e a solução geral pode ser expressa na forma:

(x,z) = C z + eq \i\su(n =1,N, )X(n) sinh [n k(h+z)] cos n kx
(1.9)

sendo u = - eq \f(¶ y,¶ z)   e w = eq \f(¶ y,¶ x)
Uma vez que, usando as linhas de corrente, a condição de fronteira cinemática na superfície livre é verificada exactamente, resta determinar os valores de X(n) que satisfaçam a condição de fronteira dinâmica na superfície livre.

Segundo a teoria proposta por Dean esta condição é satisfeita em I pontos discretos ao longo do perfil da onda. A condição de fronteira dinâmica na superfície livre é assim avaliada em cada um dos i pontos ao longo do perfil (Dean e Dalrymple, 1984):
QBi = eq \f(1,2) [(eq \f(¶ y,¶ z))2eq \d\ba4()i+ (eq \f(¶ y,¶ x))2eq \d\ba4()i]+ g i = QB
(1.10)

sendo QB uma constante.

No entanto a determinação dos valores de QBi pressupõe o conhecimento de /z, /x e , pelo que será necessário utilizar um processo iterativo para a resolução do problema. Como forma de tornar este processo mais eficaz de um ponto de vista da utilização em problemas de engenharia, é usado um processo de optimização (para mais detalhes ver Dean e Dalrymple, 1984) 

O algoritmo de Dean deixa de ser válido perto do limite máximo da altura de uma onda de forma permanente pois nesta situação a constante de Bernoulli não cresce monotonamente com a altura da onda (Horikawa, 1988). Para contornar este inconveniente, Chaplin (1980) e Rienecker e Fenton (1981) apresentaram uma forma modificada do algoritmo que permite estender o método das funções de corrente a estes casos.
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1.4.1. 
DOMÍNIOS DE VALIDADE DAS TEORIAS DAS ONDAS DE

AMPLITUDE FINITA

Um dos problemas que se colocam com frequência na aplicação de uma dada teoria relaciona-se com a determinação do respectivo domínio de validade, uma vez que o seu uso numa situação inadequada pode levar eventualmente à introdução de erros significativos na solução.

Horikawa (1988) apresenta, a este propósito, comparações entre perfis da superfície livre calculados a partir das teorias de Stokes (5ª ordem), cnoidal (3ª ordem), função de corrente e pequena amplitude, concluindo que, enquanto para profundidades intermédias todas as teorias de amplitude finita dão soluções semelhantes o mesmo já não acontece em águas profundas ou pouco profundas. A teoria cnoidal que se adapta muito bem ao estudo de problemas em águas pouco profundas deixa de ser válida em águas profundas, acontecendo o inverso com a teoria de Stokes que não é válida para águas pouco profundas. 

Dean (1970) apresenta resultados de um estudo detalhado sobre a validade das teorias das ondas de pequena amplitude resumindo as respectivas conclusões no quadro que se reproduz na figura 1.1.

LeMéhauté (1976) tece igualmente algumas considerações sobre os limites de validade das diferentes teorias, resumindo as respectivas conclusões numa figura semelhante à proposta por Dean. A classificação apresentada por LeMéhauté apresenta-se mais completa que a proposta por Dean, e apesar de LeMéhauté chamar a atenção para o facto das suas conclusões não serem baseadas em nenhuma investigação quantitativa, os limites de validade propostos estão perfeitamente de acordo com os sugeridos por Dean.

Conclusões do mesmo tipo são referidas por Dean e Dalrymple (1984) que põem ainda em evidência a necessidade de analisar a validade não só de um ponto de vista matemático como também de um ponto de vista físico, por forma a ter uma visão não só da consistência matemática dos problemas como também da maneira como as previsões da teoria concordam com os valores medidos.

O facto de uma teoria ser mais adequada que outra de um ponto de vista teórico não se reflecte necessáriamente numa melhor concordância com os dados de campo ou de laboratório (Sarpkaya e Isaacson, 1981).

Figura 1.1 - Domínios de validade de diferentes teorias da onda (in Dean,1970)
tc "1.5. TEORIAS DAS ONDAS LONGAS"\c 
1.5. TEORIAS DAS ONDAS LONGAS
A aplicação do termo "longa" para designação de uma onda está directamente relacionado com o facto do valor do comprimento de onda L ser muito maior que a profundidade h. Assim, são consideradas ondas longas não só aquelas que possuem fisicamente um "grande" comprimento como sejam as ondas de maré cujo comprimento é da ordem dos milhares de quilómetros, mas também ondas devidas ao vento com comprimentos da ordem da centena de metros desde que se propaguem em águas pouco profundas (valores de h < L/20).

A primeira teoria relevante para descrição das ondas longas foi proposta por Airy em 1845 considerando uma distribuição hidrostática de pressões:

eq \f(¶ x,¶ t)  +  . [( + h) u] = 0
(1.11)

eq \f(¶ u,¶ t)  + u . u +  g   = 0
(1.12)

P =  g (- z)
(1.13)

No entanto os resultados desta teoria mostravam que nesta circunstância as ondas não se podem propagar em águas pouco profundas sem mudarem de forma. Em contraste com estes resultados estavam as observações de ondas solitárias com forma permanente deslocando-se em águas pouco profundas efectuadas por Russell (1845). Esta contradição entre a teoria de Airy e as observações de Russell conduziu ao que ficou conhecido como o paradoxo das ondas longas, o qual foi efectivamente resolvido por Boussinesq (1872) e, independentemente, por Rayleigh (1876).

Na teoria apresentada por Boussinesq a curvatura das linhas de corrente no plano vertical é descrita através de uma velocidade vertical cujo módulo varia linearmente desde o fundo até à superfície:
eq \f(¶ x,¶ t)  +  . [( + h) u] = 0
(1.14)

eq \f(¶ u,¶ t)  + u . u + g   - eq \f(h2,3) 2  eq \f(¶ u,¶ t)  = 0
(1.15)
P =  g (- z) - eq \f(1,2) ( 2 z h + z2)  .eq \f(¶ u,¶ t) 
(1.16)
Nesta teoria a pressão já não é hidrostática, mas as equações continuam a poder ser integradas na vertical, permitindo assim reduzir a descrição tridimensional a uma bidimensional. Desta forma foi possível explicitar os efeitos da aceleração vertical sobre a pressão e obter a forma das ondas solitárias de Russell. 

A consideração da hipótese de Boussinesq permitiu ainda a obtenção de uma solução analítica para a onda solitária propagando-se num canal de pequena profundidade, a qual tem sido intensamente utilizada na validação de modelos numéricos:

(x,t) = A sech2 [(eq \f(3 A,4 h3) )1/2 (x - C t)]
(1.17)

sendo a celeridade C dada pela equação:

C = eq \r(g h (1 + \f(A,h)))
(1.18)
A teoria originalmente apresentada por Boussinesq era caracterizada por ser válida para um fluido incompressível e homogéneo, de movimento irrotacional sobre um fundo plano, sendo considerado apenas o caso unidimensional. Mei e LeMéhauté (1966) alargaram o âmbito da teoria considerando o caso de uma variação lenta da batimetria. Peregrine (1967) derivou as equações de Boussinesq para propagação de ondas longas de pequenas a moderadas amplitudes sobre uma batimetria arbitrária.

Serre (1953) derivou um sistema de equações similares mas que diferem das de Boussinesq por conservarem os produtos de derivadas resultantes da consideração da hipótese de variação linear da velocidade vertical, desprezados nestas equações.

Alguns anos após a apresentação dos trabalhos de Boussinesq, Kortweg e DeVries (1895) usando uma aproximação similar, mas integrando as equações com uma hipótese de periodicidade, obtiveram uma equação que é válida para ondas que se desloquem num único sentido, e que ficou conhecida pelas iniciais dos respectivos nomes (KdV):

eq \f(¶ x,¶ t)  + C [( + eq \f(3 x,2 h)) eq \f(¶ x,¶ x) + eq \f(h2,6) eq \f(¶3 x,¶ x3) ] = 0
(1.19)
A equação anterior admite como solução a onda cnoidal que é uma onda periódica em que as cavas são mais largas e "achatadas" que as cristas (figura 1.2). A forma da superfície livre destas ondas pode ser obtida pela equação (Sleath, 1984):

(x,t) = h3 - h + A cn2 [ 2 K(m) ( eq \f(x,L) - eq \f(t,T) ) , m ]
(1.20)

sendo cn uma das funções jacobianas elípticas e m o argumento dos integrais elípticos de primeira e segunda espécies, respectivamente K(m) e E(m).

A equação (1.20) apresenta no entanto alguns inconvenientes associados à sua resolução entre os quais se destacam a necessidade de exprimir a função jacobiana elíptica como uma relação entre funções sinusoidais ou hiperbólicas (Abramowitz e Stegun, 1972) e a determinação do argumento m ter de ser efectudada com recurso a um processo iterativo, a qual passa pela determinação da solução da equação (Sleath,1984):

m = (eq \f(A,2 h L\o(L,¶) - h - h3))1/2
(1.21)

devendo Leq \d\ba7()-  obedecer à expressão:

( 2 Leq \d\ba7()-  h + h - h3 ) E(m) = ( 2 Leq \d\ba7()- + 2 h - A - 2 h3 ) K(m)
(1.22)
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figura 1.2  - Perfil típico da onda cnoidal
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1.5.1. DOMÍNIOS DE VALIDADE DAS TEORIAS DAS ONDAS LONGAS
O desenvolvimento das equações do movimento em termos dos parâmetros de não linearidade  e de dispersão 2 permite pôr em evidência que consoante a importância dos fenómenos de não linearidade e de dispersão, as equações a utilizar deverão assumir diferentes formas. Usando estes parâmetros, as equações integradas na profundidade podem ser escritas na forma (Mei,1983):

eq \f(¶ H,¶ t)  +  (Hu) = 0
(1.23)

eq \f(¶ u, ¶ t)  +  u .  u + g eq \f(Ñ H,e)  + eq \f(m2,6) eq \f(¶ , ¶ t) (H2  2u)


2 { - eq \f(e,3) H2 u .  2u  +  eq \f(e,2)  H2 ( u) 2 - eq \f(H2,2) eq \f(¶ u, ¶ t) } = O(4)
(1.24)

Pode verificar-se que, no caso de  >> 2 predominam os efeitos não lineares pelo que a teoria de Airy será a mais adequada para a descrição do problema, correspondendo esta situação a valores do número de Ursell muito maiores que 1.

Quando  << 2 (valores do número de Ur<<1) os efeitos dispersivos são os dominantes pelo que deverá ser utilizada uma aproximação linear dispersiva. Quando  0 e 2 0 obtém-se as equações lineares clássicas.

Para os casos de O() = O()  1, ou seja, para valores do número de Ursell da ordem de 1, os dois efeitos têm pesos semelhantes, sendo as equações de Boussinesq ou de Kortweg e DeVries as que melhor traduzem o fenómeno.

Seabra-Santos (1985) apresenta um estudo detalhado sobre os domínios de validade das diferentes aproximações da teoria das ondas longas para uma gama de valores de  entre 0 e 0.8 e de 2 entre 0 e 0.6, introduzindo um parâmetro adicional  que tem a ver com as escalas de tempos associadas aos fenómenos:

 = eq \f(L,Co tc) 
(1.25)

sendo tc um valor característico do tempo.

Definindo três escalas de tempo (grande, média e pequena), é possível estabelecer diferentes domínios de validade para cada uma das aproximações os quais, segundo Seabra-Santos, podem ser resumidos de acordo com a figura 1.3.

Para pequenas escalas de tempo (1/2) é válida a aproximação linear não dispersiva qualquer que seja o número de Ursell. Para escalas de tempo maiores, que são na realidade as que apresentam interesse prático, Seabra-Santos conclui que para valores de Ur << 1 é válida a aproximação linear dispersiva enquanto que para valores de Ur  1 é válida a aproximação não linear dispersiva.
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figura 1.3 -
Domínios de validade das diferentes aproximações da teoria das 



ondas longas (in Seabra-Santos, 1985)
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1.6.
EXTENSÃO DAS EQUAÇÕES DE BOUSSINESQ A ÁGUAS

PROFUNDAS
A aparente incapacidade das equações (1.23) e (1.24) para lidarem com problemas de propagação de ondas em águas intermédias e profundas, constitui uma limitação na aplicação dos modelos baseados nas equações de Boussinesq a muitas situações para as quais poderiam constituir uma ferramenta importante. A ultrapassagem desta limitação poderia resultar na possibilidade de utilização de um mesmo modelo para a propagação das ondas desde águas profundas até águas pouco profundas, garantindo a consideração dos efeitos não lineares e dispersivos desta última zona, não contemplados noutros modelos usualmente utilizados nestas situações.

Nesta perspectiva foram efectuados alguns esforços no sentido de encontrar respostas que permitissem solucionar este problema. Como ponto de partida foram utilizados os resultados da teoria linear, a qual se pode considerar como adequada à descrição do escoamento em águas profundas.

Tomando como referência os resultados desta teoria e restringido-nos, por uma questão de simplicidade, ao caso da propagação de ondas em canal de fundo plano, verifica-se que em águas intermédias a amplitude das órbitas decresce com a profundidade ao mesmo tempo que estas se tornam mais estreitas, até que a componente vertical desaparece junto ao fundo (figura 1.4).

Em águas profundas as órbitas descritas pelas partículas são circulares e a amplitude do movimento decresce exponencialmente com a profundidade de forma que em z = -L/2 está reduzida a cerca de 4% do respectivo valor à superfície (Sarpkaya e Isaacson, 1981).

Como se pode verificar, em águas pouco profundas são perfeitamente razoáveis as hipóteses de uma variação linear da velocidade vertical desde o fundo até à superfície (hipótese de Boussinesq).

Estas hipóteses, no caso de ondas muito longas como sejam as ondas de maré, podem ainda reduzir-se à consideração de velocidade vertical desprezável, que se traduz numa distribuição de pressões hidrostática.
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Figura 1.4 - 
Órbitas das partículas e variação qualitativa da amplitude da 


velocidade com a profundidade (in Sarpkaya e Isaacson, 1981)
No entanto, em águas profundas a adopção de qualquer dos perfis válidos em águas pouco profundas revela-se insatisfatório. Qualquer das referidas hipóteses (variação linear da velocidade vertical ou velocidade vertical desprezável) conduz a distribuições de pressão bastante diferentes das verificadas na natureza bem como a valores bastante díspares para a celeridade.

Enquanto que no caso das aproximações não dispersivas a celeridade toma um valor próximo de eq \r(g h), superior aos valores previstos pela relação de dispersão (o qual de acordo com a teoria linear se pode assumir como correcto para as profundidades em questão), no caso das aproximações dispersivas esse valor é inferior ao previsto pela relação de dispersão. Por esta razão, os valores do comprimento de onda calculados efectivamente pelo modelo são consideravelmente diferentes dos valores reais (maiores no primeiro caso e menores no segundo) o que tem como consequência imediata que o utilizador pode ser facilmente induzido em erro, obtendo resultados que correspondem a comprimentos de onda diferentes dos impostos na fronteira.

Para se ter uma noção da importância do problema basta referir que o valor do comprimento de onda efectivamente calculado pelo modelo pode ter um erro da ordem de 100%. Exemplos deste tipo são apresentados nas figuras 1.5 e 1.6 onde se pode observar o resultado da propagação de uma onda sinusoidal num canal de fundo plano, considerando respectivamente as aproximações não dispersiva e dispersiva. A comparação com a solução teórica mostra que no caso da aproximação não dispersiva, o comprimento de onda calculado pelo modelo é quase o dobro do valor teórico, enquanto que no segundo caso o comprimento de onda se tornou tão pequeno e a declividade tão elevada que não foi simplesmente possível obter a solução da propagação da onda no interior do domínio.

Uma análise do processo de integração das equações, o qual será apresentado no capítulo seguinte, permite concluir que a dificuldade das equações de Boussinesq lidarem com problemas em águas profundas está directamente relacionada com duas das hipóteses utilizadas: a consideração de um valor médio para a velocidade horizontal e a hipótese de Boussinesq relativa à variação linear da velocidade vertical desde o fundo até à superfície livre.

No entanto, como se pode facilmente verificar, a equação de conservação da massa é válida independentemente de qualquer uma destas hipóteses, enquanto que as equações de transporte podem ser escritas mais geralmente, considerando a adição de termos correctivos para as velocidades, tanto no plano horizontal como na vertical, que uma vez determinados permitirão a obtenção dos perfis correctos:

eq \f(¶ u, ¶ t)  + u . u = - g   + T.C. (devidos velocidade vertical)


+ T. C. (devidos à velocidade horizontal)
(1.26)




figura 1.5 -
Propagação de uma onda sinusoidal num canal de fundo plano considerando



uma aproximação não dispersiva.




figura 1.6 -
Propagação de uma onda sinusoidal num canal de fundo plano considerando



uma aproximação dispersiva.

Em águas pouco profundas, os termos de correcção devidos à existência de um gradiente da velocidade vertical reduzem-se, evidentemente, aos termos de Boussinesq enquanto que a consideração de um valor médio para a velocidade horizontal é bastante razoável pelo que a parcela relativa aos termos de correcção devidos a esta hipótese pode ser considerada nula.

Em águas profundas nenhuma das hipóteses é válida, ou seja, nem o perfil da velocidade vertical pode ser considerado linear desde o fundo até à superfície, nem a velocidade vertical pode ser considerada constante na profundidade (ver a figura 1.4). No entanto pode demonstrar-se que para estas profundidades os termos convectivos são desprezáveis, pelo que por muito grandes que sejam os erros associados à última hipótese eles serão igualmente desprezáveis. Assim pode considerar-se que o problema se reduz efectivamente à determinação do perfil da velocidade vertical. 

Tendo em consideração este tipo de reflexões, foi analisada a possibilidade de modificação do perfil da velocidade vertical por forma a reproduzir os valores correctos dos comprimentos de onda. Este novo perfil deveria garantir simultâneamente uma fácil integração das equações e ser válido tanto em águas profundas como em águas pouco profundas.

Tendo em atenção que a consideração de um perfil exponencial como o proposto pela teoria de Stokes apresenta dificuldades evidentes na integração das equações optou-se por considerar um perfil misto, mais simples, constituido por uma variação linear até uma profundidade h' e velocidade nula daí até ao fundo, de acordo com o esquema da figura 1.7. Este perfil está de acordo com a física do problema uma vez que na realidade abaixo da profundidade h' o efeito da onda já não se faz sentir (ver a figura 1.4).
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Figura 1.7 -
Perfis da velocidade vertical segundo a teoria linear (a)



e segundo o esquema proposto neste trabalho (b)
Efectivamente verificou-se que a adopção de um perfil deste tipo, para valores bem definidos de h', permite reproduzir correctamente a onda teórica.

A consideração de h' em vez de h nos termos de boussinesq permite escrever uma nova forma das equações na forma geral,

eq \f(¶u,¶t) + u eq \f(¶u,¶x) + v eq \f(¶u,¶y)  = - g eq \f(¶x,¶x)  + eq \f(h',2) [eq \f(¶3(h'u),¶x2¶t)  + eq \f(¶3(h'v),¶x¶y¶t)]


- eq \f(h'2,6) (eq \f(¶3u,¶x2¶t)  + eq \f(¶3v,¶x¶y¶t)) + (eq \f(¶2u,¶x2) + eq \f(¶2u,¶y2)) + eq \f(g \r(u2+v2),H Ch2)  u
(1.27)

eq \f(¶v,¶t) + u eq \f(¶v,¶x) + v eq \f(¶v,¶y)  = - g eq \f(¶x,¶y) + eq \f(h',2) [eq \f(¶3(h'v),¶y2¶t)  + eq \f(¶3(h'u),¶x¶y¶t)] 


- eq \f(h'2,6) (eq \f(¶3v,¶y2¶t)  + eq \f(¶3u,¶x¶y¶t)) + (eq \f(¶2v,¶x2) + eq \f(¶2v,¶y2)) + eq \f(g \r(u2+v2),H Ch2)  v
(1.28)

Madsen e Sorensen (1990) numa aproximação diferente ao problema, baseando-se em formas das equações do Boussinesq expressas quer em termos da velocidade no fundo, quer em termos da velocidade à superfície, quer ainda em termos da velocidade média na profundidade, concluem que a relação de dispersão correspondente a cada forma das equações pode ser obtida considerando soluções com a forma:

eq \f(C2,g h) = eq \f(1 + B k2 h2,1 + (B + \f(1,3)) k2 h2)
(1.29)
sendo B um coeficiente variável segundo a forma das equações considerada.

Considerando esta forma geral, a nova forma das equações de boussinesq terá uma relação de dispersão que pode ser apresentada no forma:

eq \f(C2,g h) = eq \f(1,1 + \f(1,3) k2 h'2)
(1.30)

Uma vez que a base deste método consiste em obrigar as equações de Boussinesq a verificarem a relação de dispersão da teoria de Stokes em àguas profundas, os valores de h' podem ser obtidos igualando a relação de dispersão da teoria de Stokes á relação de dispersão da nova forma das equações de Boussinesq por forma a obter:

h' = eq \r(\f(3 h,k tanh(kh)) - \f(3,k2))
(1.31)

Tal como se pretendia, esta nova forma das equações é apropriada para aplicações tanto em àguas pouco profundas como em àguas profundas. No primeiro caso a relação h'/h tende para 1 (e portanto para o resultado da forma clássica das equações de boussinesq) enquanto que no segundo caso assume valores inferiores a 1.

De acordo com esta nova forma das equações, no caso da propagação de ondas regulares, é possível eliminar totalmente os erros da celeridade de fase encontrados por Madsen e Sorensen (1990) e estender o campo de aplicação das equações até qualquer profundidade (figura 1.8).

No caso da propagação de ondas irregulares, a dependência de h' do número de onda pode colocar alguns problemas. No entanto os testes efectuados mostraram que h' é mais sensível às ondas de menor comprimento, pelo que escolhendo os valores de h' de acordo com as ondas mais curtas os erros são relativamente pouco importantes.




figura 1.8 -
Percentagem dos erros na celeridade de fase de acordo com: (a) a forma



clássica das equações, (b) a forma proposta por Madsen e Sorensen,



(c) a forma proposta neste trabalho.
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1.6.1. RESULTADOS NUMÉRICOS
As alterações propostas à forma clássica das equações de Boussinesq foram introduzidas no modelo, tendo sido testadas algumas situações relacionadas com a propagação de ondas em àguas progundas e intermédias. Estes testes envolveram a propagação de ondas regulares e irregulares tanto em fundos planos como inclinados.

O primeiro caso que se apresenta refere-se à propagação de uma onda sinusoidal num fundo plano. Os testes foram efectuados para relações de h/L de 0.63 e 0.43. O canal utilizado apresenta um comprimento de 1.5 km e uma profundidade de 100 metros, tendo sido considerados os períodos de 12 e 15 segundos. Os resultados obtidos fam comparados com os resultados analíticos da teoria se Stokes, e como se pode observar nas figuras 1.9 e 1.10 apresentam valores semelhantes.

O mesmo canal foi utilizado para simlar a propagação de uma onda irregular resultante da soma das duas anteriores. Neste caso, por não haver solução analítica, os resultados foram comparados com os resultados de um modelo potencial de 2ª ordem (Leitão e Fernandes, 1990a,b) que resolve as equações num plano vertical e que é adequado para aplicação nestas zonas. Neste caso o valor de h' utilizado foi o corresponente à onda mais curta. A título de exemplo apresenta-se a comparação dos resultados de ambos os modelos em duas secções, distantes, respectivamente, 750 e 1500 metros da origem (figuras 1.11 e 1.12). Como se pode observar a comparação entre ambos os resultados é bastante boa, podendo identificar-se pequenas perturbações responsáveis por pequenas diferenças que, em nosa opinião, não são significativas.

O modelo potencial de 2ª ordem foi ainda utilizado para comparar os resultados da propagação de uma onda num canal de fundo inclinado. Neste caso o fundo do canal apresenta uma inclinação de 1/12 e a onda testada tem um período de 15 segundos. Também neste caso, tal como se pode observar na figura 1.13, os resultados concordam bastante bem.

Deste conjunto de resultados pode assim concluir-se que a aproximação proposta representa uma alternativa alicante para a simulação de ondas desde àguas profundas até àguas pouco profundas até aqui só possível com a conjugação de, pelo menos, dois modelos.
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